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CHAPITRE 1
RÉSUMÉ
L’animation d’objets 3D (spatiaux) suit trois approches principales ([Luc91]). De manière
schématique : les systèmes générateurs décrivent les causes qui produiront les effets représentés
dans l’animation, en simulant les lois de la physique (par systèmes de points matériels : [LJF+91],
par équations dynamiques : [TPBF87],[RNO00], etc.) ; les systèmes comportementaux visent à
simuler le comportement d’êtres vivants en se fondant sur une étude précise de leur comportement
dans leur milieu naturel (par acteurs de synthèse : [Rey87], [WVG97], par vision synthétique :
[TR97], par algorithmes génétiques : [GH97],[LD99], etc.) ; les systèmes descriptifs se basent
classiquement sur la modélisation géométrique. En particulier, pour les méthodes de métamor-
phoses, des objets 3D sont définis à des instants-clefs, et des méthodes de transition permettent de
calculer les phases intermédiaires entre ces instants (par déformations de formes libres : [CJ91],
par interpolation : [RK01], etc. ; cf. l’état de l’art proposé par [LV98] sur les métamorphoses d’ob-
jets 3D).
Notre travail porte sur la modélisation géométrique d’objets 4D pour l’animation, qui s’inscrit
dans les systèmes descriptifs. L’idée de base de la modélisation 4D pour l’animation ([BD93]) est
d’étendre la modélisation 3D en considérant les dimensions spatiales et la dimension temporelle
comme équivalentes. Un objet 4D représente l’évolution d’un objet 3D au cours du temps. Les
méthodes de modélisation 3D peuvent être étendues en dimension 4 : cette homogénéité est le
principal intérêt de la modélisation 4D. En revanche, il est difficile de se représenter mentalement
un objet 4D ; par conséquent, l’interprétation de l’objet 4D en termes d’animation et le contrôle de
construction de cette animation sont les principales difficultés posées par la modélisation 4D.
Une première approche consiste à utiliser des déformations 4D ([BB91], [AB97], [BBB98]),
appliquées à un objet 4D décrivant par exemple un objet 3D évoluant au cours du temps. Une
seconde approche, proposée par [DL97], se déroule en deux étapes : dans un premier temps, on
considère des objets spatio-temporels de dimension inférieure à 4, qui représentent des anima-
tions simples à interpréter et contrôler ; dans un second temps, on applique l’opération de produit
cartésien (qui généralise l’opération d’extrusion) sur ces objets pour créer des objets 4D de di-
mension supérieure, dont l’interprétation se déduit de celle des objets initiaux. L’objectif principal
de ce mémoire consiste à étendre cette approche en utilisant le produit cartésien d’objets 4D quel-
conques pour définir des animations, et à proposer une méthode d’interprétation et de contrôle de
la construction de ces animations.
Dans le chapitre 2, nous commençons par définir ce qu’est un objet 4D, et nous présentons
l’opération de coupe temporelle, qui consiste à “extraire” la séquence d’objets 3D contenus dans
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l’objet 4D. Puis nous effectuons un tour d’horizon des travaux réalisés dans le domaine des défor-
mations 4D au laboratoire L.S.I.I.T. de Strasbourg. Nous présentons également dans ce chapitre
les principes généraux de notre approche.
Dans le chapitre 3, nous précisons d’abord quels sont les opérandes (des objets spatiaux, tem-
porels ou spatio-temporels) utilisés pour la construction d’objets 4D par produit cartésien. Ces
opérandes sont plongés dans IR4. Le produit cartésien générant un objet plongé dans IR8, nous
décrivons ensuite la fonction utilisée pour projeter cet objet dans IR4 : les sommes de Minkowski.
Cette fonction est importante dans la mesure où elle influe directement sur la forme de l’objet 4D
que nous visualisons, et donc sur la compréhension de l’animation sous-jacente.
Nous voulons montrer qu’il est possible de prévoir et contrôler les animations par produit cartésien.
Une étude expérimentale s’impose donc. Les opérandes utilisés dans cette étude sont des simplexes
de dimension 0 (sommets), 1 (segments), 2 (triangles) et 3 (tétraèdres) plongés linéairement, et
nous détaillons les animations intuitives qu’ils représentent (un opérande de forme quelconque
peut toujours être décomposé en un ensemble de simplexes, et l’animation décrite par cet opérande
se déduit de celles décrites par les simplexes qui le composent). Notamment, les opérandes sont
décrits comme des trajectoires suivies par des points au cours du temps. Nous avons réalisé une
étude de cas exhaustive, séparée en deux parties par ordre de difficulté d’interprétation croissante :
nous considérons le produit cartésien d’abord entre un opérande spatio-temporel et un opérande
spatial, puis entre deux opérandes spatio-temporels. L’étude de cas est détaillée dans ce chapitre,
et nous en déduisons une méthode d’interprétation et de contrôle des objets 4D résultant du produit
cartésien, reprise dans [SL01].
Pour réaliser l’étude de cas et expérimenter notre méthode, nous avons conçu un modeleur
interactif géométrique à base topologique 4D, dont les fonctionnalités sont exposées dans le
chapitre 4. Ce modeleur propose des opérations de création interactives et automatiques (le produit
cartésien en particulier) d’objets spatio-temporels de forme quelconque. Des opérations de manip-
ulation 4D sont également implantées, dont la coupe temporelle et les transformations géométriques
4D (translation, rotation et homothétie). À la fin du chapitre, nous proposons deux exemples d’an-
imations élaborées issues de ce modeleur, qui simulent respectivement l’éclosion d’une fleur et
l’éruption d’un volcan. Les algorithmes qui décrivent plusieurs des opérations implantées sont
décrits dans l’annexe A.
Le modèle géométrique définissant les objets 4D manipulés dans le modeleur se base en
particulier sur un modèle topologique : les chaînes de cartes fermées de dimension 4 ([EL94]),
structures cellulaires dérivées de la notion de carte combinatoire. Ces structures se fondent sur
la notion d’ensemble simplicial, pour laquelle une définition du produit cartésien a été proposée
par [May67]. Afin d’obtenir une définition du produit cartésien pour les chaînes de cartes fer-
mées, et un algorithme optimal en temps de calcul de ces structures, nous avons réalisé une étude
systématique de la définition du produit cartésien pour plusieurs structures simpliciales et cel-
lulaires [LSB01] ; cette étude constitue le cœur du chapitre 5. Dans une première partie, nous
adaptons la définition du produit cartésien sur les ensembles simpliciaux à une structure simpli-
ciale qui en dérive, les ensembles semi-simpliciaux ; nous proposons également un algorithme,
optimal en temps de calcul, des structures résultant du produit cartésien. Dans la seconde partie,
nous exploitons les relations existant entre certains ensembles semi-simpliciaux et des structures
cellulaires, les cartes généralisées ([Lie94]) : nous étendons la définition du produit cartésien à
ces structures, ainsi qu’à des structures qui en dérivent, les cartes orientées ([Cor75],[Lie91]) et
les chaînes de cartes fermées. À chacune de ces structures correspond un algorithme optimal en
temps de calcul. L’implantation concrète du produit cartésien est décrite dans l’annexe B.
7Le chapitre 6 présente la conclusion et les perspectives de notre travail.

CHAPITRE 2
INTRODUCTION
2.1 Introduction
Dans le cadre de l’animation, un objet 4D représente l’évolution d’un objet 3D (spatial) au
cours d’un intervalle de temps, i.e. une animation. Un objet 4D, ou objet spatio-temporel, est défini
dans un espace de dimension 4, où trois dimensions sont spatiales, et la quatrième dimension cor-
respond au temps. En modélisation 4D, les quatre dimensions sont, à la base, considérées comme
équivalentes. L’un des principaux avantages de la modélisation 4D repose sur l’homogénéité de
cette définition : pour concevoir et manipuler des objets 4D, il “suffit” d’étendre les algorithmes et
les méthodes de modélisation 3D. Plusieurs solutions ont été proposées pour contrôler la construc-
tion d’animations précises. Après quelques considérations générales sur la modélisation 4D pour
l’animation (Section 2.2), nous rappelons ces méthodes dans la section 2.3, puis nous présentons
notre approche dans la section 2.4.
2.2 Les objets 4D
Étant donné un objet 4D décrivant une animation, il est nécessaire, pour la visualisation, d’en
extraire une séquence d’objets 3D. Cette opération d’extraction porte le nom de coupe temporelle,
et réalise l’intersection d’un objet 4D et d’un hyperplan 3D d’équation T = t :
Définition 1 : La coupe temporelle, notée Ct, est définie par :
Ct, t ∈ IR : IR4 → IR3
A 7→ {(ax, ay,az) | (ax, ay,az, t) ∈ A}
Pour représenter les étapes de l’animation définie par un objet 4D, nous utilisons un dia-
gramme de Minkowski, qui consiste à dessiner un repère sur lequel figurent les axes représentant
les dimensions spatiales et la dimension temporelle. L’objet 4D est affiché dans ce repère, et le ré-
sultat de la coupe temporelle de cet objet est décrit par une succession d’objets 3D correspondant
aux différentes étapes de l’animation (cf. Fig. 2.1).
Une des difficultés rencontrées en modélisation 4D pour l’animation est l’interprétation des
9
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FIG. 2.1 : Coupe temporelle d’une sphère spatio-temporelle.
a) La sphère 4D et différents plans de coupe.
b) Les disques issus de la coupe temporelle de la sphère.
animations décrites par les objets 4D. Cette interprétation n’est pas intuitive, puisque nous vivons
dans un monde où nous percevons les objets qui nous entourent à des instants précis, et non pas
dans leur continuité spatio-temporelle. Plusieurs techniques ont été mises au point pour permettre
de se représenter des objets de dimension supérieure à 3. Par exemple :
– la répétition d’une technique de construction : soit un point (Fig. 2.2a), que l’on extrude
en un segment horizontal (Fig. 2.2b) ; ce segment est ensuite extrudé en face le long d’un
segment vertical, résultant en une face (Fig. 2.2c). Une extrusion de cette face par un seg-
ment orthogonal à la feuille de papier produira un volume, affiché en perspective dans la
figure 2.2d. Ce volume est en fait projeté sur la feuille, et seule l’habitude de ce genre de
représentation nous permet de “voir” la troisième dimension. Si l’on répète ce processus en
extrudant le volume, l’objet obtenu, qualifié d’hypervolume, est de dimension 4 (Fig. 2.2e).
Cette figure est issue de [Bra13], un architecte qui a intégré ce type de représentation dans
des bâtiments tels que la Chambre de Commerce de Rochester, aux États-Unis ;
a)
e)d)c)b)
FIG. 2.2 : Construction d’objets par extrusions successives.
a) Un point. b) Un segment. c) Une face. d) Un volume. e) Un hypervolume.
– une autre méthode consiste à raisonner par analogie : pour tenter d’imaginer comment se
présentent à nous des objets 4D, on peut se demander comment apparaîtraient des objets 3D
pour des êtres existant dans un univers 2D. Un exemple célèbre de ce concept est proposé par
Edwin A. Abbott en 1884 ([Abb84]) : l’auteur conte les aventures de A. Square, un mathé-
maticien vivant dans le monde bidimensionnel de Flatland. A. Square ne peut percevoir que
des objets de dimension inférieure ou égale à deux. Aussi, sa perception d’une sphère qui
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traverse Flatland se traduit pour lui par une succession de formes 0D ou 2D : d’abord un
point correspondant au sommet de la sphère, puis un disque qui grandit jusqu’à atteindre
le diamètre maximal de la sphère ; ensuite, le disque rétrécit et finit par se contracter en
un point. Par rapport à la figure 2.1, on peut imaginer que A. Square se trouve sur un plan
de coupe traversé verticalement par la sphère. En raisonnant par analogie, nous pouvons
imaginer la manifestation du “passage” d’une hypersphère dans notre espace 3D : un point
apparaît, se dilate en sphère qui grossit, puis se réduit avant de se contracter de nouveau
en point et de disparaître. Notons que ces deux méthodes s’appliquent à des dimensions
quelconques, qui ne sont pas forcément l’espace et le temps.
Dans le cadre de la modélisation 4D proprement dite, deux techniques ont été élaborées pour
construire les objets 4D et interpréter les animations. La première approche, mise au point au lab-
oratoire L.S.I.I.T. de Strasbourg, consiste à définir un objet 4D par extrusion simple d’un objet 3D
le long de l’axe temporel, puis à déformer l’objet 4D obtenu à l’aide d’un modèle de déformation
spatio-temporel ; différents travaux issus de ce concept sont rappelés en section 2.3. La deuxième
approche, qui constitue le sujet de cette thèse, consiste à construire un objet 4D à partir de deux
objets de dimensions inférieure, qui décrivent chacun une animation simple à interpréter. L’objet
4D résultant du produit cartésien de ces deux objets, représente une animation dont l’interpréta-
tion se déduit de la forme et de l’interprétation des objets de dimension inférieure (Section 2.4).
Ceci permet de contrôler la construction d’une animation précise.
Les objets géométriques 4D manipulés ici sont, en général, des subdivisions de IR4, i.e. des
partitions en cellules de différentes dimensions (sommets, segments, faces, volumes et hypervol-
umes). Chaque cellule possède un bord constitué de cellules de dimension inférieure (par exemple,
le bord d’un segment est composé de deux sommets, et le bord d’une face triangulaire est constitué
de trois segments et de trois sommets). Les objets géométriques sont représentés par un modèle
géométrique1, composé :
– d’un modèle topologique décrivant la topologie de l’objet, c’est-à-dire les cellules de la
subdivision, ainsi que les relations d’incidence et d’adjacence entre ces cellules ;
– d’un modèle de plongement, définissant la forme de la subdivision. Nous utilisons ici un
plongement linéaire : à un point (resp. un segment, un portion de plan, une portion d’es-
pace,...) correspond un sommet (resp. une arête, une face, un volume,...).
Un assemblage de cellules est appelé complexe cellulaire (dans lequel les cellules qui n’apparti-
ennent pas au bord d’autres cellules sont qualifiées de principales). L’opération de coupe crée un
complexe cellulaire de dimension 3 à partir d’un complexe cellulaire de dimension 4.
2.3 Animations par déformations d’objets 4D
Dans cette section, nous effectuons un tour d’horizon des méthodes d’animations développées
au laboratoire L.S.I.I.T., en suivant l’ordre chronologique de [Bec95].
2.3.1 Modèle de déformation de l’espace
Le modèle DOGME (pour Deformation Of Geometric Model Editor) de déformation de l’es-
pace ([BB91]) repose sur le principe suivant : une déformation est définie dans un espace à n
1Le modèle géométrique utilisé est expliqué en détail dans le chapitre 5.
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dimensions par une fonction d qui, à chaque point U de IRn, associe son déplacement d(U) dans
IRn :
d : IRn → IRn
U(u1, u2, ..., un)t 7→ d(U) = (d1(u1), d2(u2), ..., dn(un))t
où t représente la transposition.
La déformation transforme tout point U de IRn en un point U ′ de IRn par U ′ = U + d(U) ;
cette déformation est définie par un ensemble de contraintes, chacune d’entre elles matérialisée
par la donnée d’un point de l’espace initial et de son déplacement dans le même espace, formant
un vecteur. À l’aide de cette notion de contrainte, l’utilisateur peut manipuler un objet, en pous-
sant ou en tirant directement les parties de celui-ci. Cette manipulation directe est analogue au
travail du sculpteur qui manipule un bloc d’argile. La forme de la déformation dépend d’une fonc-
tion d’extrusion et d’un ensemble de contraintes qui déterminent la fonction de déformation d
(différentes formulations des fonctions d’extrusion sont présentées dans [Bec94]) ; de plus, dans
DOGME, la taille de la zone d’influence d’une fonction d’extrusion est réglable, pour ne modifier
qu’une région de l’espace soumis à la déformation.
2.3.2 Déformation de l’espace-temps
2.3.2.1 Déformation à temps constant
La technique de déformation DOGMA (pour Deformation of Geometric Model Animated,
cf. [BD93]) est basée sur le modèle de déformation DOGME utilisé en dimension 4 : la défor-
mation 4D est une fonction d : IR4 → IR4 qui, à chaque point de l’espace-temps (x, y, z, t)
associe son déplacement (dx(x), dy(y), dz(z), dt(t)). L’utilisation de DOGMA consiste d’abord à
construire un objet 4D, puis à déformer cet objet.
L’opération utilisée pour la construction est l’extrusion, qui utilise un objet générateur et une
courbe directrice : le principe consiste à construire un objet de dimension supérieure à celle de
l’objet générateur, en dupliquant le générateur par l’ensemble des points constituant la courbe
génératrice.
L’extrusion est un cas particulier du sweeping, opération notamment utilisée pour la conception de
machines-outils, la détection de collisions ou la robotique : [AMB+01] présentent un état de l’art
des différentes formulations de cette opération. Le sweeping est également employé dans le cadre
de l’animation : par exemple, à partir de deux volumes identiques A et B de position et d’orienta-
tion différentes, [RK01] utilisent une courbe directrice permettant de définir, par interpolation, les
paramètres correspondant au déplacement et à la rotation de A vers B. Cette technique (et, à notre
connaissance, les autres procédés recourant au sweeping pour l’animation) ne repose pas sur des
objets 4D stricto sensu, et sortent du cadre de notre étude.
DOGMA utilise l’extrusion linéaire, pour laquelle l’objet générateur est un objet 3D spatial, et
la courbe directrice est un segment temporel linéaire : le résultat est un objet 4D qui décrit l’objet
3D initial immobile au cours de l’intervalle de temps défini par le segment temporel (Fig. 2.3).
La déformation appliquée à l’objet 4D repose sur des contraintes à temps constant, qui dé-
placent des points définis à un instant particulier t0 dans un autre endroit au même instant t0 :
chaque contrainte de ce type est composée des coordonnées (x, y, z, t0) du point de départ et de
son déplacement (dx(x), dy(y), dz(z)). Par exemple, dans la Fig. 2.4a, on applique une contrainte
à temps constant sur le cylindre 4D de la figure 2.3, ce qui entraîne une déformation d’une région
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FIG. 2.3 : Construction d’un objet 4D dans DOGMA.
a) Disque 3D. b) Le cylindre 4D résultant de l’extrusion du disque par un segment temporel.
c) Le cylindre représente le disque immobile.
du cylindre (Fig. 2.4b), et donc la déformation du disque animé (Fig.2.4c). En pratique, comme
la déformation est à temps constant, il est inutile de calculer explicitement l’objet 4D : il suffit de
calculer la conséquence de la déformation sur l’objet 3D aux différents instants.
a)
T
c)
Contraintet0
b)XZ
Y
T
X
Y
FIG. 2.4 : Déformation d’un cylindre 4D par contrainte à temps constant.
a) Le cylindre original. b) Le cylindre déformé.
c) Animation : le disque se déforme puis reprend sa forme initiale.
Pour créer des animations élaborées, [BD95] définissent des “ordres” tels que Déplacer, Tourner,
Rebondir, ..., qui reposent sur des primitives d’animations composées de listes de déformations 4D
à temps constant ; ces ordres ont ainsi permis de simuler deux animations particulières : l’anima-
tion faciale et la marche ([Dub95]).
2.3.2.2 Déformation à temps non constant
Comme précédemment, on part d’un objet 4D représentant un objet 3D immobile au cours
du temps. Le principe de la déformation à temps non constant ([AB97]) consiste à déplacer, dans
l’espace et le temps, une partie des points de l’objet 4D (Fig. 2.5).
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FIG. 2.5 : Déformation à temps non constant.
a) Les coordonnées temporelles t0 et t1 des extrémités de la contrainte sont différentes.
b) Le cylindre 4D après déformation. c) Le disque animé se déforme et se divise en deux.
Par conséquent, les points de l’objet 4D déformé existant à un instant particulier t0 ne sont
pas uniquement issus des points de l’objet 4D initial plongés en t0. Il devient donc nécessaire
de représenter explicitement l’objet 4D dans sa totalité pour déterminer quels sont les points de
l’objet 4D déformé à l’instant t0. Cette technique de déformation, à laquelle s’ajoutent des fonc-
tions splines de déformation (permettant de réaliser des déformations cylindriques, par exemple :
cf. [Aub99]), sont intégrées à DOGMA.
En pratique, un objet 4D est représenté en utilisant le modèle topologique des cartes général-
isées ([Lie89]) de dimension 3 (i.e. la dimension topologique de l’objet 4D est 3), et représente le
bord d’un objet constitué d’un unique hypervolume.
2.3.3 Le modeleur STIGMA
STIGMA (pour Space-Time Interpolation for the Geometric Modelling of Animations, [BBB98])
a été conçu afin d’étendre les travaux précédents. Ce modeleur permet de construire des volumes
(des objets 4D représentés par leurs bords) dont des animations (de surface) sont extraites. Nous
présentons ici sommairement les fonctionnalités offertes par STIGMA pour construire et contrôler
des animations (une description détaillée se trouve dans [Bra00]).
Le modeleur intègre des primitives 4D sur lesquelles seront appliquées des opérations de ma-
nipulation. Ces primitives sont des objets 3D (sphères, tores, cubes, etc.) auxquels STIGMA ajoute
par défaut une composante temporelle nulle ou constante ; une partie de ces primitives, et les
opérations topologiques qui leur sont liées, sont tirées de Topofil ([Ber98]), un modeleur 3D à
base topologique également développé au L.S.I.T.T. STIGMA intègre également un modèle de dé-
formation dérivé de DOGME, qui permet de placer et d’appliquer simultanément un grand nombre
de contraintes de déformations sur les objets 4D non déformés : il est ainsi possible d’obtenir des
animations dans lesquelles, par exemple, des motifs se dégagent de plans et de sphères.
Pour construire des objets 4D à partir d’objets 3D, le modeleur a recours à l’opération d’extrusion
généralisée, qui permet notamment de faire varier l’orientation et/ou les dimensions de l’objet
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extrudé (cf. Fig. 2.6).
d)c)b)a)
FIG. 2.6 : Différents cas d’extrusion généralisée.
a) Le disque générateur et la ligne polygonale directrice. b) Création d’un cylindre par extrusion. Les
disques correspondants à chaque sommet de la ligne directrice conservent leur orientation initiale.
c) L’orientation des disques est modifiée pour qu’ils soient perpendiculaires à la courbe directrice.
d) Le même cylindre qu’en c) en modifiant les dimensions des disques par homothétie.
Enfin, STIGMA propose une extension originale de l’extrusion : l’opération d’épaississement
d’un graphe ([BBB00]), dans laquelle la ligne directrice de l’extrusion est un graphe, et l’objet
générateur un cercle, une sphère ou un tore (un exemple d’épaississement est montré dans la
Fig. 2.7). Cette technique permet de contrôler les instants et le nombre de scissions et de fusions
des objets animés.
a) b) c)
Générateur
Graphe
Plans de coupe
T
XZ
Y
FIG. 2.7 : Épaississement 3D d’un graphe.
a). Le graphe (constitué de trois segments) et le disque générateur. b) L’épaississement 3D consiste à
construire un cylindre autour de chaque arête du graphe et ajoute les facettes nécessaires à relier ces
cylindres. Les plans de coupe temporelle sont symbolisés ici par des segments, pour alléger la figure.
c) L’animation décrite par le graphe épaissi représente la division d’un disque en deux.
2.3.3.1 Considérations sur le produit cartésien
[Bra00] aborde le sujet du produit cartésien en citant [DBB+98] (cf. section 2.4), car l’opéra-
tion d’extrusion (dont plusieurs formes sont implantées dans STIGMA) en découle directement.
Notamment, la définition formelle de l’extrusion est un cas particulier de la définition du produit
cartésien. Le produit cartésien n’est pas implanté dans STIGMA pour plusieurs raisons : d’une
part, cette opération génère des objets très volumineux ; d’autre part, l’interprétation des anima-
tions résultant de cette opération est jugée délicate dans certains cas.
Nous estimons pour notre part qu’il est possible de donner une interprétation au résultat du
produit cartésien dans tous les cas de figure, à partir de l’interprétation des opérandes de cette
opération. Nous expliquons notre démarche dans la section 2.4.2.
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2.4 Construction d’objets 4D par produit cartésien
2.4.1 Historique
Comme nous l’avons mentionné au début de ce chapitre, les principaux problèmes soulevés
par la modélisation 4D sont le manque d’intuition que nous avons sur les objets 4D (et donc sur
les animations qu’ils représentent), et a fortiori sur les opérandes de construction de ces objets
(d’où la difficulté de contrôle des animations). L’approche que nous suivons est tirée de [DL97],
reprise dans [DBB+98] : le principe est d’utiliser des objets spatio-temporels dont l’interprétation
est simple, pour construire des objets 4D dont l’interprétation se déduit de celle des objets initiaux.
L’opération de construction employée est le produit cartésien, qui permet de construire un objet
de dimension m+ n à partir de deux opérandes de dimensions respectives m et n (cf. Fig. 2.8) :
Définition 2 : Le produit cartésien, noté ⊗, est défini par :
⊗ : IRm × IRn → IRm+n
(x1, ..., xm), (y1, ..., yn) 7→ (x1, ..., xm, y1, ..., yn)
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FIG. 2.8 : Produits cartésiens.
a) D’un point par un segment, formant un segment. b) De deux segments, formant une face quadrangulaire.
c) D’une face par un segment, formant un volume. d) De deux faces, formant un hypervolume.
[DL97] utilisent des ensembles simpliciaux cubiques, i.e. les objets utilisés résultent de pro-
duits cartésiens de segments, permettant d’obtenir des carrés, des cubes et des hypercubes. Une
étude des différents cas de produits cartésiens est réalisée, dans laquelle un opérande est temporel
ou spatio-temporel, et l’autre opérande est spatial. [DBB+98] reprennent ces résultats, en étendant
la définition du produit cartésien aux cartes généralisées.
2.4.2 Approche suivie
L’un des objectifs de nos travaux est de montrer que l’animation décrite par l’objet résultant du
produit cartésien dépend entièrement des animations représentées par les opérandes, ce qui permet
d’exercer un réel contrôle sur cette animation. Réciproquement, nous souhaitons déterminer dans
quelle mesure, à partir d’une animation que l’on cherche à construire, nous pouvons déduire les
opérandes qui permettent de construire par produit cartésien cette animation (ou du moins une
partie de cette animation). Nous avons donc réalisé une étude systématique des différents cas de
produits cartésiens (cf. chapitre 3), dont nous donnons ici le cadre général :
– nous distinguons les opérandes du produit cartésien selon leurs dimensions de plongement
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(spatiaux, temporels ou spatio-temporels). Par souci de simplification, les opérandes con-
sidérés sont des simplexes (i.e. des sommets, des segments, des triangles et des tétraèdres),
et nous proposons une interprétation intuitive de ces opérandes en termes de trajectoires
suivies par un point ou un ensemble de points. Cette interprétation s’étend facilement aux
complexes cellulaires, généralisant [DL97] ;
– nous différencions deux types de produits cartésiens. Premièrement, un seul opérande est
spatio-temporel, tandis que l’autre est spatial : l’interprétation de l’animation résultante est
facilitée car elle dépend principalement de l’opérande spatio-temporel. Deuxièmement, les
deux opérandes sont spatio-temporels (ce qui constitue une autre généralisation de [DL97]).
L’interprétation en termes de trajectoires permet de prévoir le résultat, en particulier l’influ-
ence simultanée des opérandes sur l’animation.
Nous manipulons des objets de IR4. Par définition, le produit cartésien génère un objet plongé
dans IR8. Il est donc indispensable de définir une opération de projection de IR8 dans IR4 :
(x1, x2, x3, x4)⊗ (y1, y2, y3, y4) = (x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3, y4) projection7→ (z1, z2, z3, z4)
La fonction de projection joue un rôle prépondérant dans le contrôle de la construction des
animations : en effet, le plongement dans IR4 de l’objet 4D, et par conséquent l’interprétation
de l’animation décrite par cet objet, dépendent directement de cette fonction. Nous nous sommes
intéressés aux sommes de Minkowski :
Définition 3 : Les sommes de Minkowski, notées ⊕, sont définies dans IRn par :
⊕ : IRn × IRn → IRn
(x1, ..., xn), (y1, ..., yn) 7→ (x1 + y1, x2 + y2, ..., xn + yn)
Outre leur définition très simple, les sommes de Minkowski facilitent l’intuition de la forme
de l’objet 4D résultant du produit cartésien (tous les exemples de la figure 2.8 sont affichés en
recourant à cette fonction de projection). De plus, dans certains cas, l’objet résultant du produit
cartésien est identique à la somme de Minkowski de ces opérandes. Par exemple, soient deux
opérandes plongés dans IR4, tels que les points constituant ces objets aient pour coordonnées re-
spectives (x1, x2, 0, 0) et (0, 0, y3, y4). Le résultat du produit cartésien est un objet de IR8 dont les
points ont pour coordonnées (x1, x2, 0, 0, 0, 0, y3, y4). En projetant cet objet dans IR4, on obtient
un objet identique, dont les points ont pour coordonnées (x1, x2, y3, y4), égales aux coordonnées
des points résultants de la somme de Minkowski des opérandes initiaux.
Conjointement au sweeping, les sommes de Minkowski sont utilisées dans le domaine de la dé-
tection de collisions entre des objets plans, notamment ([LK98] présentent différentes utilisations
de cette opération). Ces fonctions sont également employées pour réaliser des métamorphoses
d’objets géométriques, par interpolation linéaire de Minkowski (cf. [KR92] et Fig. 2.9) : à partir
de deux polytopes2 A et B, on définit une famille de formes intermédiaires C(t), t ∈ [0, 1], qui
interpolent les formes de A et de B selon la formulation
C(t) = (1− t)A⊕ tB = {(1− t)a+ tb, a ∈ A, b ∈ B}
2Un polytope désigne ici un polyèdre de dimension quelconque.
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FIG. 2.9 : Interpolation linéaire de Minkowski entre un carré et un triangle.
Cette technique est étendue ([GA93], [GA94]) à la métamorphose de surfaces implicites cons-
truites autour de squelettes (ou blobs : cf. [Wyv94]). Plus précisément, on applique une interpola-
tion linéaire de Minkowski entre les squelettes correspondant respectivement au blob initial et au
blob final de la métamorphose. [GA93] suggèrent d’étendre ce procédé de la manière suivante :
on veut réaliser une interpolation entre des polyèdres définis à différents instants-clefs, en utilisant
une interpolation de Bézier plutôt qu’une interpolation linéaire. Si on note Ai (i ∈ [0, n]) les n+1
polyèdres de contrôle, et λi(t) les polynômes de Bernstein, l’interpolation de Bézier est définie
par
C(t) =
i=0⊕
i=n
λi(t)Ai
[RK94], pour atteindre les mêmes objectifs, ont défini un algorithme qui nécessite de recon-
struire l’ensemble de l’interpolation lors de l’ajout ou la suppression d’un polyèdre de contrôle.
Cette limitation est levée par la méthode proposée dans [GA96a].
L’objectif suivi par [KR92] et [GA93] est la construction de métamorphoses entre deux ob-
jets. Les sommes de Minkowski permettent de construire un objet générique, dont on extrait les
différentes étapes de la métamorphose. La formule définissant l’objet à un certain instant réalise
une sorte de “coupe” de l’objet générique correspondant à une étape.
Notre objectif est différent, dans la mesure où l’une des dimensions de l’espace est interprétée
comme le temps, et l’opération qui permet d’extraire une étape de l’animation est la coupe par un
hyperplan à temps constant. En particulier, on ne réalise pas d’interpolation entre les opérandes.
De ce fait, s’il est gênant d’obtenir lors les phases intermédiaires des métamorphoses des objets
de dimension topologique supérieure à celle des opérandes (Fig. 2.10) qui nécessitent de recourir
à des opérations de projection (Fig. 2.11 tirée de [GA96b]), c’est au contraire le but que nous
poursuivons.
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FIG. 2.10 : L’interpolation linéaire de Minkowski de deux polygones non coplanaires engendre un polyèdre
déformé.
Nous avons utilisé la terminologie “produit cartésien” pour distinguer notre propos de celui de
[KR92] et [GA93]. De plus, comme nous utilisons un modèle géométrique à base topologique, le
modèle topologique de l’objet résultant de cette opération est le produit cartésien (au sens strict)
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FIG. 2.11 : Réduction de la dimension du polyèdre déformé pour obtenir un polygone
des modèles topologiques des opérandes. Les sommes de Minkowski nous servent à calculer le
plongement de l’objet.
Nous avons donc dû définir l’opération de produit cartésien sur les modèles topologiques que
nous utilisons, i.e. les chaînes de cartes fermées de dimension 4. Ce modèle s’exprime en fonc-
tion des ensembles simpliciaux ([May67], [Lie94], [LL97]), pour lesquels l’opération de produit
cartésien avait préalablement été définie par [May67]. Pour adapter cette opération aux chaînes
de cartes fermées, nous avons repris la méthodologie utilisée par [Lie94] et [EL94] dans le cadre
de la définition de structures simpliciales et cellulaires. Cette méthodologie est basée sur les en-
sembles simpliciaux et sur des mécanismes permettant de déduire différents types de structures en
fonction des propriétés offertes par les objets que l’on cherche à représenter : en particulier, les
principaux mécanismes permettent de définir les notions d’ensembles semi-simpliciaux, de cartes
généralisées, de cartes orientées et de chaînes de cartes fermées. Nous avons donc réalisé une
étude systématique de la définition du produit cartésien sur ces structures principales, qui a con-
duit à la définition d’algorithmes de calcul optimaux en temps de construction de ces structures.
D’autre part, afin de pouvoir valider notre approche, nous avons conçu et développé un mod-
eleur interactif d’objets 4D. Ce modeleur a servi de support à l’étude de cas de produits cartésiens ;
il a également permis d’expérimenter notre technique de construction, et d’imaginer une méthode
d’interprétation des objets construits.
Le chapitre 3 présente l’étude de cas de produits cartésiens, et notre méthode d’interprétation
en termes de trajectoires. Différentes fonctionnalités du modeleur sont décrites dans le chapitre 4,
comprenant des exemples de constructions d’animations élaborées (plusieurs algorithmes implan-
tés dans le modeleur sont réunis dans l’annexe A). L’étude de la définition du produit cartésien de
structures simpliciales et cellulaires est l’objet du chapitre 5 (l’implantation du produit cartésien
sur les chaînes de cartes fermées fait l’objet de l’annexe B). Nous concluons dans le chapitre 6.

CHAPITRE 3
ÉTUDE DE CAS DU PRODUIT
CARTÉSIEN
3.1 Introduction
L’objectif de ce chapitre est de définir une méthode générale d’interprétation,en termes d’an-
imation, des objets 4D résultants d’un produit cartésien de complexes cellulaires. Plus précisé-
ment, nous souhaitons que cette méthode se déduise simplement de l’interprétation donnée aux
opérandes (à l’inverse de la démarche classique, où l’animation est interprétée à partir de l’objet
résultant). Dans cette optique, le plongement des opérandes considérés est soumis à certaines re-
strictions (cf. Section 3.2). Les complexes cellulaires permettent de représenter des objets de forme
quelconque, et donc un nombre quelconque d’animations. Pour limiter cette diversité, nous étu-
dions les cellules contenues dans un complexe cellulaire, et plus précisément les simplexes (som-
mets, arêtes, segments, triangles, tétraèdres, ...) “assemblées” pour former ces cellules (Fig. 3.1) :
en effet, à partir des animations décrites par les simplexes, on peut facilement déduire les anima-
tions représentées par les complexes cellulaires.
Segmentassemblage
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FIG. 3.1 : Complexes cellulaires, cellules et simplexes.
a) Complexe cellulaire de dimension 2, constitué des cellules principales A, B, C et D. b) A peut être
décomposée en différents assemblages de simplexes de dimension 2. c) Chaque simplexe décrit une
animation : ici, A3 représente l’évolution d’un segment entre les instants t0 et t1 (cf. Section 3.3.2).
Nous décrivons dans la section 3.3 la méthode permettant d’interpréter un opérande spatio-
temporel comme un ensemble de points soumis à une ou plusieurs trajectoires au cours du temps,
et nous analysons les différentes animations décrites par les opérandes considérés. Afin de faciliter
l’interprétation des objets résultants du produit cartésien, notre étude de cas se divise en deux
21
22 CHAPITRE 3. ÉTUDE DE CAS DU PRODUIT CARTÉSIEN
parties : la section 3.4 traite du produit cartésien d’un opérande temporel ou spatio-temporel par
un opérande spatial, et la section 3.5 est consacrée aux animations obtenues avec deux opérandes
spatio-temporels. Nous résumons dans la section 3.6 les principaux résultats obtenus.
3.2 Calcul du plongement des objets résultants du produit cartésien
Le produit cartésien associe à deux opérandes plongés dans IR4 un objet plongé dans IR8.
Nous utilisons les sommes de Minkowski comme fonction de projection de IR8 dans IR4 (Fig. 3.2).
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FIG. 3.2 : Projection des objets résultants du produit cartésien.
a) Les segments A et B, de coordonnées respectives [(1, 2); (2, 6)] et [(3, 1); (7, 3)], sont
plongés dans le plan (XT ). b) Le produit cartésien A⊗B est un parallélogramme projeté dans
(XT ) par les sommes de Minkowski. Les coordonnées de A⊗B sont [(4, 3); (5, 7); (8, 5); (9, 9)].
Une conséquence directe de ce “repliement” d’un espace à 8 dimensions en un espace à 4 di-
mensions est l’apparition, dans certaines conditions, d’objets résultants dégénérés, i.e. confondus
avec leurs bords ; par exemple, le produit cartésien de deux segments colinéaires résulte en une
face “aplatie” en un long segment (Fig. 3.3a), car les vecteurs portant les segments ne sont pas
indépendants linéairement. Ce phénomène se produit plus généralement en dimension supérieure,
lorsqu’un objet de dimension m+ n, résultant du produit cartésien de deux opérandes de dimen-
sions respectives m et n, est plongé dans un espace dont le nombre de dimensions est inférieur à
m+ n : dans la figure 3.3b, la face plane A et le segment linéaire B sont plongés dans un espace
tridimensionnel, tels que le plan portant A est parallèle à la droite portant B ; le volume A⊗B est
projeté dans un plan parallèle au plan portant A.
Dans ce chapitre, nous souhaitons en premier lieu permettre au lecteur d’assimiler le plus sim-
plement possible la technique d’interprétation des objets résultants du produit cartésien. En con-
séquence, nous n’aborderons pas de cas mettant en scène des objets dégénérés, car l’impossibilité
de distinguer ces objets de leur bord constitue un obstacle pour la compréhension des animations
qu’ils décrivent. Nous supposerons donc les conditions suivantes respectées : les opérandes ne sont
pas dégénérés, et sont plongés de telle manière que les objets résultants de leur produit cartésien
ne soient pas dégénérés. Dans ce cadre, le terme “produit cartésien” sera employé pour englober à
la fois l’opération de produit cartésien proprement dite et les sommes de Minkowski :
– les opérandes du produit cartésien sont des complexes cellulaires A et B de dimension
respective m et n (0 ≤ m,n ≤ 3), tels que A = {ciA, 0 ≤ i ≤ m} et B = {cjB, 0 ≤ j ≤
n}, où ciA (resp. cjB) désigne une cellule de A de dimension i (resp. une cellule de B de
dimension j). A et B sont plongés linéairement ;
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FIG. 3.3 : Objets dégénérés résultant d’un produit cartésien.
a) Les segments A et B sont colinéaires, la face A⊗B est dégénérée en segment.
b) Le plan portant la face A et la droite portant le segment B sont parallèles.
Le volume A⊗B est projeté dans un plan parallèle à A, et dégénéré en face.
– le produit cartésien de A par B, noté ⊗, est défini par :
– A⊗B = {(ciA, cjB) = ci+jA⊗B} est un complexe cellulaire de dimension m+ n ;
– pour tout sommet c0A⊗B de A ⊗ B tel que c0A⊗B = c0A ⊗ c0B , où c0A ∈ A et c0B ∈ B,
le plongement de c0A⊗B est égal à la somme de Minkowski du plongement de c0A et du
plongement de c0B ;
– les cellules ckA⊗B (k > 0) de A ⊗ B sont plongées linéairement, en fonction du plonge-
ment des cellules de leur bord.
3.3 Description des opérandes
Nous distinguons les opérandes en fonction de leurs composantes spatio-temporelles et du
résultat de l’application de la coupe temporelle (Déf. 1) sur ces opérandes. Soit un hyperplan de
coupe d’équation T = t, et soit A = {(ax, ay, az, at)} un opérande. A est classé dans l’une des
catégories suivantes (Fig. 3.4) :
– A est spatial (ou instantané) s’il existe t′ ∈ T tel que A = {(ax, ay, az, t′)}.
Alors Ct(A) =
{
A si t = t′
∅ sinon
– A est temporel si Ct(A) = Ct′(A)∀ t, t′ ∈ T . A représente un objet spatial immobile.
– A est spatio-temporel s’il existe t, t′ ∈ T tels que t 6= t′, Ct(A) 6= ∅, Ct′(A) 6= ∅ et
Ct(A) 6= Ct′(A).
Dans notre étude, nous ne prenons pas en compte les cas où les deux opérandes sont spatiaux,
car le produit cartésien de ces objets n’engendre pas une animation. Nous ne considérons pas
non plus les produits cartésiens pour lesquels l’un des opérandes est un sommet, car l’animation
résultante décrit simplement une translation par les coordonnées de ce sommet (Fig. 3.5).
Le principe général de l’interprétation des opérandes spatio-temporels consiste à déterminer
quelles sont les trajectoires suivies par les points constituant ces opérandes. Soit s0 (resp. s1) un
point spatio-temporel, et soit Ps0 (resp. Ps1) sa projection spatiale. Une trajectoire d’origine s0
et d’extrémité s1 est représentée par le vecteur −−→s0s1, et décrit le déplacement d’un point spatial
au cours du temps, entre les positions de Ps0 et Ps1 (Fig. 3.6a)1. Le point s0 est dit soumis à (ou
1Par abus de langage, nous écrirons qu’un point spatial se déplace entre Ps0 et Ps1 .
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FIG. 3.4 : Les trois catégories d’opérandes.
a) Un segment spatial. b) Un segment temporel décrivant un point fixe en x0 dans
l’intervalle de temps [t0, t1]. c) Un segment spatio-temporel : un point se déplace
en ligne droite de la position x0 à la position x3 entre les instants t0 et t3.
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FIG. 3.5 : Produit cartésien par un sommet A.
A⊗B est une face identique à B, translatée par les coordonnées de A.
influencé par) la trajectoire −−→s0s1. Par extension, un point soumis simultanément à n trajectoires
distinctes se duplique en n points soumis chacun à une trajectoire particulière (Fig. 3.6b) : un nom-
bre infini de trajectoires forment une face ou un volume spatio-temporels ; en termes d’animation,
le point Ps0 subit une modification topologique en fonction du nombre de trajectoires linéairement
indépendantes auxquelles s0 est soumis : le point Ps0 se transforme en segment animé (resp. en
face animée) s’il y a deux (resp. trois) trajectoires linéairement indépendantes (Fig 3.6c).
s1
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T
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Trajectoire
FIG. 3.6 : Trajectoires.
a) La trajectoire d’origine s0 et d’extrémité s1 représente le déplacement d’un point spatial entre
les positions de Ps0 et Ps1 . b) s0 est soumis à plusieurs trajectoires et se duplique. c) Dans (XT ),
l’infinité de trajectoires issues de s0 forment une face triangulaire, décrivant la transformation de
Ps0 en segment. La longueur du segment varie en fonction du déplacement de ses extrémités.
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L’interprétation générale d’un simplexe spatio-temporel de dimension n (1 ≤ n ≤ 3) est éten-
due de la manière suivante. Supposons que les coordonnées spatiales et temporelle des sommets
du simplexe soient distinctes. On note s0, ..., sn les n + 1 sommets du simplexe, de coordonnées
temporelles croissantes respectives t0, ..., tn, et on note Psi (0 ≤ i ≤ n) la projection spatiale du
sommet si (un simplexe de dimension 3 est représenté dans les figures 3.7a-b). Dans un simplexe,
chaque sommet si est relié à tous les autres sommets sj par un segment servant de support à une
trajectoire−−→sisj (nous qualifions ces trajectoires de principales). Les sommets sont caractérisés par
le nombre de trajectoires principales dont ils constituent l’origine ou l’extrémité :
– s0 est l’origine des n trajectoires principales −−→s0s1, ...,−−→s0sn, qui induisent une infinité de
trajectoires – résultant d’une combinaison linéaire des trajectoires principales – s’appli-
quant simultanément sur s0 (Fig. 3.7c), et entraînant la duplication de Ps0 en une infinité
de points : nous dirons que Ps0 se dilate en simplexe spatial de dimension n− 1 à l’instant
t0 + ǫ. Puis les points de ce simplexe s’éloignent les uns des autres, car les extrémités des
trajectoires principales sont distinctes : le simplexe grossit (Fig. 3.7d) ;
– réciproquement, le sommet sn représente l’extrémité des n trajectoires principales −−→s0sn,...,−−−−→sn−1sn (Fig. 3.7e) : à l’instant tn − ǫ, il existe un simplexe spatial de dimension n − 1 en
train de rétrécir (Fig. 3.7f), car chacun des points formant ce simplexe se déplace vers Psn .
Le simplexe se contracte en Psn à tn ;
– dans l’intervalle de temps ]t0; tn[, chaque sommet si (0 < i < n) est à la fois l’extrémité de
m trajectoires et l’origine de n −m trajectoires (Fig. 3.7g). Un objet spatial de dimension
m− 1 du bord de l’objet de dimension n− 1 se contracte en Psi à ti (ou se déplace en Psi
si m = 1), puis se dilate à partir de Psi en un objet de dimension n−m− 1 (ou se déplace
si n−m = 1) : cf. Fig. 3.7h.
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FIG. 3.7 : Interprétation des simplexes spatio-temporels en termes de trajectoires.
a) Le simplexe est un tétraèdre plongé dans (XY T ), dont les sommets s0, s1, s2 et s3 ont pour
coordonnée temporelle respective t0 < t1 < t2 < t3. b) Projection du tétraèdre dans (XY ). c) s0 est
l’origine de trois trajectoires principales. d) À t0 + ǫ, Ps0 se dilate en une face triangulaire qui grossit.
e) s3 est l’extrémité de trois trajectoires principales. f) Une face s’appuyant sur ces trajectoires rétrécit puis
se contracte en Ps3 à t3. g) s1 est à la fois l’extrémité d’une trajectoire issue de s0, et l’origine de deux
trajectoires finissant en s2 et s3 (le cas est symétrique pour s2).
h) Un point se déplace entre Ps0 et Ps1 , puis se dilate en un segment à t1 + ǫ.
Symétriquement, un segment se contracte en Ps2 à t2, puis un point se déplace entre Ps2 et Ps3 .
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Dans l’interprétation des opérandes présentée ci-dessus, les coordonnées temporelles des som-
mets sont toutes distinctes. Les animations décrites par les opérandes se basent sur les trajectoires
portées par les segments reliant les sommets : pour définir une trajectoire, il suffit de fixer les
coordonnées spatio-temporelles de ses extrémités. La coordonnée temporelle se distingue des co-
ordonnées spatiales, car elle permet de différencier l’origine et l’extrémité des trajectoires. Par
conséquent, deux opérandes de même dimension décrivent des animations différentes si les co-
ordonnées temporelles de leurs sommets sont distinctes. Nous étudions dans les sections 3.3.1 à
3.3.3 les différentes configurations prises par les opérandes de dimension 1 à 3 (nous gardons les
mêmes notations que pour l’interprétation générale).
3.3.1 Segments
La figure 3.8 reprend la figure 3.4 en présentant les segments sous formes de trajectoires.
Tous les points d’un segment spatial ont des coordonnées spatiales distinctes et une même co-
ordonnée temporelle (Fig. 3.8a). Un segment temporel d’extrémités s0 et s1 représente le point
Ps0 (identique à Ps1), immobile durant l’intervalle de temps [t0, t1] (Fig. 3.8b). Enfin, un segment
spatio-temporel, représenté par la trajectoire −−→s0s1 dans la figure 3.8c, décrit le déplacement d’un
point spatial entre Ps0 et Ps1 .
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FIG. 3.8 : Opérandes de dimension 1.
a) Segment spatial. b) Segment temporel. c) Segment spatio-temporel.
3.3.2 Faces
Les simplexes de dimension 2 sont des faces triangulaires. Ces faces sont spatiales (i.e. tous les
points ont même coordonnée temporelle) ou spatio-temporelles : dans ce dernier cas, soit F une
face plongée dans (XT ), dont les sommets s0, s1 et s2 ont pour coordonnées respectives (Ps0 , t0),
(Ps1 , t1) et (Ps2 , t2). F est interprétée en fonction des valeurs de t0, t1 et t2 :
– t0 = t1 < t2 (Fig. 3.9a). À t0, F décrit un segment initial Ps0Ps1 . Chaque point du segment
s0s1 est l’origine d’une trajectoire particulière (déterminée par une combinaison linéaire
des trajectoires principales −−→s0s2 et −−→s1s2) finissant en s2 à t2 : à t0 + ǫ, tous les points de
Ps0Ps1 se déplacent simultanément vers Ps2 , amenant le segment initial à rétrécir. À t2, le
segment se contracte en Ps2 (l’évolution du segment est montrée dans la figure 3.9b).
– Cas symétrique au précédent : t0 < t1 = t2 (Fig. 3.9c). À t0, s0 est soumis aux deux tra-
jectoires linéairement indépendantes −−→s0s1 et −−→s0s2, qui induisent une infinité de trajectoires :
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à t0 + ǫ, Ps0 se dilate en un segment, dont les extrémités se déplacent en fonction de −−→s0s1
et −−→s0s2 ; chaque point du segment se déplace vers un point du segment Ps1Ps2 : le segment
atteint sa longueur maximale à t2 (Fig. 3.9d).
– Dans le cas général, t0 < t1 < t2 (Fig. 3.9e). Ce cas résulte de la juxtaposition des deux cas
précédents ; soit s′1 le point de s0s2 de coordonnée temporelle t1 (Fig. 3.9f).
On étudie successivement les animations décrites par les faces s0s1s′1 et s1s′1s2. À t0, s0 est
soumis aux trajectoires −−→s0s1 et
−−→
s0s
′
1 : Ps0 se dilate en un segment qui grossit jusqu’à être
identique au segment Ps1Ps′1 à t1. Puis chaque point du segment se déplace en fonction des
trajectoires −−→s1s2 et
−−→
s′1s2 : à t1 + ǫ, Ps1Ps′1 commence à rétrécir, puis se contracte en Ps2 à
t2 (Fig. 3.9g).
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FIG. 3.9 : Opérandes spatio-temporels F de dimension 2.
a) t0 = t1 < t2. b) Animation. c) t0 < t1 = t2. d) Animation.
e) t0 < t1 < t2. f) s1 et s′1 ont même coordonnée temporelle. g) Animation.
3.3.3 Volumes
Tout comme les faces, les opérandes de dimension 3 (des tétraèdres) sont spatiaux ou spatio-
temporels : soit V un tétraèdre plongé dans (XY T ), dont les sommets s0, s1, s2 et s3 ont pour
coordonnées respectives (Ps0 , t0), (Ps1 , t1), (Ps2 , t2) et (Ps3 , t3). Les animations décrites par les
différents volumes sont interprétées en fonction des valeurs de t0, t1, t2 et t3 :
– t0 = t1 = t2 < t3 (Fig. 3.10a). À t0, V décrit une face triangulaire Ps0Ps1Ps2 . Chaque
point de la face s0s1s2 est l’origine d’une trajectoire distincte aboutissant en s3 (toutes
ces trajectoires sont définies en fonction des trajectoires principales −−→s0s3, −−→s1s3 et −−→s2s3) :
à t0 + ǫ, tous les points de Ps0Ps1Ps2 se déplacent simultanément vers Ps3 , entraînant le
rétrécissement de la face, puis la contraction de cette face en Ps3 à t3. La figure 3.10b
illustre l’animation obtenue, en représentant quelques objets spatiaux résultant de la coupe
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temporelle, et leur projection dans le plan (XY ). Cette présentation est reprise dans les cas
étudiés ci-dessous.
– t0 < t1 = t2 = t3 : cas symétrique au précédent (Fig. 3.10c). À t0, s0 est soumis aux
trois trajectoires principales −−→s0s1, −−→s0s2 et −−→s0s3, qui induisent une infinité de trajectoires : à
t0 + ǫ, le point initial Ps0 se dilate en une face triangulaire. Les sommets de cette face se
déplacent respectivement vers Ps1 , Ps2 et Ps3 , faisant grossir la face jusqu’à t3 : la face est
alors identique à Ps1Ps2Ps3 (Fig. 3.10d).
– t0 = t1 < t2 = t3 (Fig. 3.10e). À t0, V décrit le segment Ps0Ps1 . Le segment s0s1
appartient au bord des deux faces s0s1s2 et s0s1s3 : chaque point de s0s1 est soumis simul-
tanément à deux trajectoires, déterminées respectivement par les trajectoires −−→s0s2 et −−→s1s2
d’une part, et par les trajectoires −−→s0s3 et −−→s1s3 d’autre part. Chaque point de Ps0Ps1 se di-
late donc en un segment, et l’union de ces segments forme une face quadrangulaire. Plus
précisément, on distingue les deux arêtes du bord de cette face qui sont initialement iden-
tiques à Ps0Ps1 . Ces arêtes sont parallèles et rétrécissent simultanément pour se contracter
respectivement en Ps2 et Ps3 à t3 ; dans l’intervalle de temps ]t0; t2[, ces deux arêtes sont de
même longueur : la face animée est donc un parallélogramme qui rétrécit puis se contracte
en Ps2Ps3 à t3 (Fig. 3.10f).
– Cas général : t0 < t1 < t2 < t3 (Fig. 3.10g). À t0, s0 est soumis aux trois trajectoires
linéairement indépendantes −−→s0s1, −−→s0s2 et −−→s0s3 : Ps0 se dilate en une face triangulaire, qui
grossit jusqu’à t1 (à cet instant, un sommet de la face est Ps1). s1 est influencé par les tra-
jectoires principales −−→s1s2 et −−→s1s3 : Ps1 se dilate en un segment à t1 + ǫ. La face animée
devient quadrangulaire, et sa forme est déterminée par l’évolution des arêtes de son bord.
En particulier, à l’instant t2, l’une de ces arêtes se contracte en Ps2 , rendant la face animée
triangulaire. Puis cette face rétrécit, car tous les points qui la constituent se déplacent simul-
tanément vers Ps3 , sous l’influence des trajectoires principales −−→s0s3, −−→s1s3 et −−→s2s3) : la face
se contracte en Ps3 à t3 (Fig. 3.10h).
Les cas suivants d’opérandes volumiques sont dérivés des cas étudiés ci-dessus :
– t0 < t1 = t2 < t3 (Fig. 3.11a). Ce cas est une combinaison des premier et deuxième cas. À
t0, s0 est soumis aux trois trajectoires linéairement indépendantes −−→s0s1, −−→s0s2 et −−→s0s3, donc
Ps0 se dilate en une face triangulaire à t0 + ǫ. Cette face grossit jusqu’à t1 (à cet instant,
deux sommets de la face sont Ps1 et Ps2). Puis tous les points de cette face se déplacent
simultanément vers Ps3 , suivant des trajectoires déterminées par les trajectoires principales−−→s0s3, −−→s1s3 et −−→s2s3) : la face rétrécit et se contracte en Ps3 à t3 (Fig. 3.11b).
– t0 = t1 < t2 < t3 (Fig. 3.11c). À t0, chaque point de s0s1 est soumis à deux trajectoires
principales : le segment initial Ps0Ps1 se dilate en une face quadrangulaire. Comme dans le
troisième cas de volume spatio-temporel étudié ci-dessus, on distingue les deux arêtes de
cette face qui sont initialement identiques à Ps0Ps1 . Ces arêtes sont parallèles et rétrécissent
simultanément, puis l’une d’entre elles se contracte en Ps2 à t2 avant que la seconde arête
ne se contracte en Ps3 à t3 : les deux arêtes sont donc de longueur différente dans l’intervalle
de temps ]t0; t2[, et la face quadrangulaire est donc un trapèze durant cet intervalle. À t2, la
contraction d’une arête en Ps2 rend la face triangulaire, et tous les points qui la constituent
se déplacent simultanément vers Ps3 , selon les trajectoires principales −−→s0s3, −−→s1s3 et −−→s2s3 :
la face se contracte en Ps3 à t3 (Fig. 3.11d).
– t0 < t1 < t2 = t3 : cas symétrique du précédent (Fig. 3.11e). À t0, s0 est soumis aux
trois trajectoires principales −−→s0s1, −−→s0s2 et −−→s0s3. Ps0 se dilate donc en une face triangulaire
et grossit. À t1, l’un des sommets de la face est identique à Ps1 . s1 est soumis aux deux
trajectoires principales −−→s1s2 et −−→s1s3 : Ps1 se dilate en un segment à t1 + ǫ, et la face animée
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FIG. 3.10 : Principaux cas d’opérandes spatio-temporels V de dimension 3.
a) t0 = t1 = t2 < t3. b) Animation. c) t0 < t1 = t2 = t3. d) Animation.
e) t0 = t1 < t2 = t3. f) Animation. g) t0 < t1 < t2 < t3. h) Animation.
se transforme en trapèze : en effet, l’arête issue de Ps1 est parallèle à l’arête de la face qui
grossit selon les trajectoires−−→s0s3 et−−→s0s2. Ces deux arêtes deviennent identiques au segment
Ps2Ps3 à t3 ; simultanément, les deux autres arêtes de la face rétrécissent et se contractent
respectivement en Ps2 et Ps3 : la face animée se contracte en Ps2Ps3 à t3 (Fig. 3.11f).
3.3.4 Conclusion
Nous avons expliqué comment nous interprétons les opérandes spatio-temporels en fonction de
trajectoires suivies par un point ou un ensemble de points. L’objet résultant d’un produit cartésien
est spatio-temporel si au moins l’un des deux opérandes est spatio-temporel. Par conséquent, nous
pouvons utiliser notre méthode d’interprétation reposant sur les trajectoires pour décrire l’anima-
tion définie par l’objet résultant. Nous procédons par difficulté croissante d’interprétation : dans
la section 3.4, nous étudions les cas obtenus avec un seul opérande spatio-temporel, puis, dans la
section 3.5, les cas où les deux opérandes sont spatio-temporels.
3.4 Produit cartésien avec un opérande spatio-temporel
Les deux opérandes du produit cartésien sont notés A et B, et sont définis dans les intervalles
de temps respectifs [tmin(A), tmax(A)] et [tmin(B), tmax(B)]. Pour simplifier les expressions,
nous fixons tmin(A) = tmin(B) = 0 (l’interprétation des opérandes reste inchangée). Ici, A
est spatio-temporel (tmax(A) > 0), et B est spatial (tous les points de B ont pour coordonnée
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FIG. 3.11 : Cas dérivés d’opérandes spatio-temporels de dimension 3.
a) t0 < t1 = t2 < t3. b) Animation. c) t0 = t1 < t2 < t3.
d) Animation. e) t0 < t1 < t2 = t3. f) Animation.
temporelle 0). On note R l’objet résultant du produit cartésien A⊗B :
R = {(ax + bx, ay + by, az + bz, at)∀ (ax, ay, az, at) ∈ A,∀ (bx, by, bz, 0) ∈ B}
R est donc défini dans l’intervalle de temps [tmin(R), tmax(R)] = [0, tmax(A)].
Il est relativement simple de décrire l’animation correspondant à R, car la coupe temporelle
de R vérifie l’égalité suivante :
Ct(R) = {(ax + bx, ay + by, az + bz)|(ax + bx, ay + by, az + bz, t) ∈ A⊗B}
= {(ax + bx, ay + by, az + bz, 0),∀(ax, ay, az, at) ∈ A|at = t,∀(bx, by, bz, 0) ∈ B}
= Ct(A)⊗B
En d’autres termes, il revient au même de réaliser d’abord le produit cartésien de A par B
suivi de la coupe temporelle de R, ou bien de faire d’abord la coupe temporelle de A puis le
produit cartésien de l’objet spatial résultant par B. La seconde approche facilite l’interprétation de
l’animation résultante, puisqueA est de dimension inférieure àR. Par conséquent, nous présentons
les animations résultant du produit cartésien en fonction de A :
– si A est un segment (Section 3.4.1), R décrit le déplacement d’un objet spatial identique à
B ;
– si A est une face (Section 3.4.2), deux cas se présentent :
1. B est un segment : R décrit l’évolution de la face animée résultant de l’extrusion de A
par B ;
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2. B est une face : R décrit l’évolution du volume animé résultant de l’extrusion de B
par le segment de longueur variable représenté par A ;
– si A est un volume (Section 3.4.3), R représente l’évolution du volume animé résultant de
l’extrusion de A par B.
Nous employons les notations suivantes dans les descriptions des produits cartésiens des sec-
tions 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3 : A, B et R sont respectivement les opérandes et le résultat du produit
cartésien dans l’espace spatio-temporel ; PA, PB et PR désignent respectivement la projection de
A, B et R dans l’espace spatial (PB est identique à B puisque B est spatial).
3.4.1 Segment (spatio)-temporel
Le produit cartésien d’un segment A par un opérande spatial quelconque B revient à réaliser
l’extrusion de B par A, ce qui facilite l’intuition de la forme de Ct(R) : à chaque instant t de
[tmin(A), tmax(A)], Ct(A) est un point, donc Ct(R) est un objet spatial identique à B.
SiA est temporel (cf. Fig. 3.8b),Ct(A) etCt(R) restent immobiles durant [tmin(A), tmax(A)],
comme l’illustre la figure 3.12. Les flèches des figures 3.12c-d symbolisent la trajectoire suivie par
le point animé (resp. la face animée) décrit par A (resp. R). Le produit cartésien par un segment
temporel permet donc “d’associer” une durée à un objet spatial.
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FIG. 3.12 : Produit cartésien d’un segment A ∈ T par une face B ∈ (XY ).
a) R est un prisme. b) Dans (XY ), PA est un point : PR est une face identique à B.
c-e) Animation dans (XY T ). f-h) Animation dans (XY ).
3.4. PRODUIT CARTÉSIEN AVEC UN OPÉRANDE SPATIO-TEMPOREL 33
Si A est spatio-temporel (cf. Fig. 3.8c), Ct(R) suit l’évolution décrite par Ct(A) et représente
un objet spatial identique à B qui se déplace en ligne droite au cours du temps (Fig. 3.13).
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FIG. 3.13 : Produit cartésien d’un segment A ∈ (XY T ) par une face B ∈ (XY ).
a) R = A⊗B est un prisme. b) PR est une face polygonale.
c-e) Animation dans (XY T ). f-h) Animation dans (XY ).
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3.4.2 Face spatio-temporelle
Soit A une face spatio-temporelle et B un objet spatial. Si B est une face, il peut être assez
difficile d’imaginer la forme de R. D’un autre côté, A décrit l’évolution d’un segment dans un
intervalle de temps. Par conséquent, pour faciliter la compréhension de l’animation décrite par R,
il suffit de réaliser dans un premier temps la coupe temporelle de A, ce qui donne une succession
de segments spatiaux (éventuellement contractés en points) ; puis, le produit cartésien de chacun
de ces segments avec B revient à réaliser l’extrusion de B par ces segments : les objets résultants
de ces extrusions sont simples à imaginer. La figure 3.14 montre un exemple de produit cartésien
entre une face spatio-temporelle générale A (cf. Fig. 3.9e) et une face spatiale B. À tmin(A), A
(resp. R) décrit un point (resp. une face identique à B). Ce point (resp. cette face) se dilate en un
segment (resp. en parallélépipède de section identique à B) à tmin(A) + ǫ. Puis le segment et le
parallélépipède grossissent, se déplacent et rétrécissent (les deux objets sont de même longueur à
chaque instant). Enfin, le segment (resp. le parallélépipède) se contracte en un point (resp. en une
face identique à B) à tmax(A).
3.4.3 Volume spatio-temporel
Soient A un volume spatio-temporel et B un segment spatial. A représente l’évolution d’une
face spatiale dans un intervalle de temps ; on interprète l’animation représentée par R en réalisant
à chaque instant la coupe temporelle de A (on obtient ainsi une succession de faces spatiales,
éventuellement contractées en segments ou en points), puis on réalise l’extrusion de chacune de
ces faces par B. Dans la figure 3.15, A est un volume général (cf. Fig. 3.10g) : A décrit un point
à tmin(A), qui se dilate en une face triangulaire à tmin(A) + ǫ ; cette face grossit, devient quad-
rangulaire puis redevient triangulaire, avant de rétrécir et de se contracter en un point à tmax(A).
Le volume animé décrit par R suit la même évolution : Ctmin(A)(R) est un segment identique à
B, qui se dilate en un prisme à tmin(A) + ǫ. La section de ce prisme est identique à Ct(A) pour
tout t, et sa longueur est égale à la longueur de B. Le prisme finit par se contracter en un segment
à tmax(A). La figure 3.16 illustre les étapes de l’animation dans (XY Z).
3.4. PRODUIT CARTÉSIEN AVEC UN OPÉRANDE SPATIO-TEMPOREL 35
PR
Trajectoires
principales
PR
b
R
A
Trajectoires
principales
iPA
PA
PB
PB
m
j k
nl
B
e
f g
a
dcA
B R
h
FIG. 3.14 : Produit cartésien d’une face A ∈ (ZT ) par une face B ∈ (XY ).
a) R = A⊗B est un hypervolume. b) PR est un parallélépipède dans (XY Z).
c-h) Animation dans XY ZT . i-n) Animation dans XY Z.
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FIG. 3.15 : Produit cartésien d’un volume A ∈ (XY ZT ) par un segment B ∈ (XY Z).
a) R est un hypervolume. b-m) Le volume animé décrit par R suit l’évolution définie par A.
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FIG. 3.16 : Projection dans (XY Z) du produit cartésien de la figure 3.15.
38 CHAPITRE 3. ÉTUDE DE CAS DU PRODUIT CARTÉSIEN
3.4.4 Extensions des animations de base
Il est possible de “combiner” les animations décrites par les opérandes en assemblant ces
derniers pour former des complexes cellulaires (par exemple, le complexe cellulaire de la figure 3.1
est construit par assemblage de faces spatio-temporelles). L’animation décrite par un tel complexe
cellulaire se déduit des animations représentées par les opérandes assemblés. Par conséquent, ce
complexe cellulaire peut à son tour servir d’opérande “de haut niveau” pour le produit cartésien.
Les complexes cellulaires permettent d’ajouter de nouveaux effets d’animations : la scission
d’un objet spatial en plusieurs parties, et la fusion de plusieurs objets en un seul. Par exemple,
les figures 3.17 et 3.18 montrent respectivement dans (XY ZT ) et (XY Z) un exemple de produit
cartésien simulant –schématiquement– l’écoulement d’un fluide dans une canalisation. L’opérande
spatial B est une face circulaire plongée dans (XZ), tandis que l’opérande spatio-temporel A est
un complexe cellulaire de dimension 2 : à Ctmin(A)(A) est un point qui se dilate en un segment à
tmin(A)+ ǫ puis grossit. Ce segment se divise ensuite en trois parties qui se déplacent de manière
indépendante, puis fusionnent en un segment qui finit par se contracter un en point à tmax(A). Le
produit cartésien de A par B est un complexe cellulaire R de dimension 4 ; R décrit un cylindre
dont la section est identique à B, et qui évolue en fonction de A : Ctmin(A)(A) est une face qui se
dilate en un cylindre, lequel grossit, se divise en trois cylindres qui se déplacent, puis fusionnent
en un cylindre qui finit par se contracter en une face.
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FIG. 3.17 : Produit cartésien d’un complexe cellulaire A ∈ (XY T ) par une face B ∈ (XZ) .
a) R est un complexe cellulaire de dimension 4. b-m) Animation dans (XY ZT ).
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FIG. 3.18 : Projection dans (XY Z) du produit cartésien de la figure 3.17).
a) PA est un assemblage de lignes polygonales ; PR est un assemblage de volumes cylindriques.
b-m) Étapes de l’animation.
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3.5 Produit cartésien de deux opérandes spatio-temporels
Nous avons montré dans la section 3.4 que l’animation obtenue en réalisant le produit cartésien
d’un opérande spatio-temporel avec un opérande spatial dépendait essentiellement de l’opérande
spatio-temporel. Nous étudions ici le produit cartésien de deux opérandes spatio-temporels, en
utilisant les notations suivantes. A et B sont les opérandes, définis dans les intervalle de temps
respectifs dA = [tmin(A), tmax(A)] et dB = [tmin(B), tmax(B)]. R est l’objet résultant du
produit cartésien de A par B : R est défini dans dR = [tmin(R), tmax(R)] = [tmin(A) +
tmin(B), tmax(A) + tmax(B)]. PA, PB et PR sont les projections respectives de A, B et R dans
(XY Z).
Contrairement au produit cartésien avec un seul opérande spatio-temporel, il existe t tel que
Ct(R) 6= Ct(A)⊗Ct(B). En effet, soient m et n les dimensions respectives de A et B : pour tout
t ∈ dA (resp. pour tout t ∈ dB), Ct(A) (resp. Ct(B)) est un objet spatial de dimension inférieure
ou égale à m − 1 (resp. n − 1). Par conséquent, l’objet Ct(A) ⊗ Ct(B), défini dans l’intervalle
[tmin(A) + tmin(B), tmax(A) + tmax(B)], est un objet de dimension au plus m + n − 2. En
revanche, R est un objet non dégénéré de dimension m + n, donc il existe t ∈ dR tel que Ct(R)
est de dimension m+ n− 1 (Fig. 3.19).
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FIG. 3.19 : Ct(R) 6= Ct(A)⊗ Ct(B) si A et B sont spatio-temporels.
a) A et B sont deux segments spatio-temporels décrivant chacun le déplacement d’un point sur l’axe X .
b) Ct(A)⊗ Ct(B) est donc un ensemble de points distincts. c) R = A⊗B est une face spatio-temporelle
décrivant l’évolution d’un segment sur l’axe X : Ct(R) 6= Ct(A)⊗ Ct(B) pour t ∈]tmin(R); tmax(R)[.
Plus précisément, Ct(R) est un ensemble de produits cartésiens simultanés, correspondant à
l’ensemble des combinaisons possibles tA + tB = t, pour tA ∈ dA et tB ∈ dB . Nous proposons
d’interpréter l’animation décrite par R en considérant l’action simultanée des trajectoires définies
par A et B. La figure 3.20, dans laquelle A et B sont des segments spatio-temporels de (XT ),
servira à illustrer notre propos. Dans le cas général, dA 6= dB : supposons dA < dB (la méthode
d’interprétation serait identique pour dA > dB). L’animation représentée par R – un parallélo-
gramme s0s1s2s3 dans la figure 3.20a – se décompose en cinq parties :
1. Ctmin(R)(R) = Ctmin(A)(A)⊗Ctmin(B)(B). En effet, {(tA, tB)|tA+ tB = tmin(R)} se ré-
duit au singleton {(tmin(A), tmin(B))}. Dans la figure 3.20b, Ctmin(R)(R) est la projection
du sommet s0 sur l’axe X . Notons p la dimension de Ctmin(R)(R).
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2. À tmin(R)+ǫ, chaque point de Ctmin(R)(R) est soumis simultanément à l’ensemble des tra-
jectoires principales définies parA etB. Soit q le nombre de trajectoires principales : chaque
point se dilate en un simplexe de dimension q−1, entraînant la dilatation de Ctmin(R)(R) en
un objet animé de dimension p+ q − 1. Dans la figure 3.20c, s0 est soumis aux trajectoires−−→s0s1 et −−→s0s2, définies respectivement par A et B, et se dilate en un segment.
Chaque point de l’objet animé se déplace selon une trajectoire résultant de la combinaison
linéaire des trajectoires principales ; en particulier, nous distinguons les deux ensembles de
points qui se déplacent sous l’influence exclusive de A d’une part, et de B d’autre part. Ces
deux ensembles appartiennent au bord de l’objet animé, et sont notés RA et RB . Les projec-
tions respectives de RA et RB dans l´espace (XY Z) sont notées PRA et PRB . L’évolution
de l’objet animé se déduit de l’évolution de RA et RB : dans la figure 3.20c, les sommets
RA et RB du bord du segment animé suivent respectivement les trajectoires −−→s0s1 et −−→s0s2 :
la projection du segment animé est un segment spatial qui se déplace et s’allonge sur l’axe
X , en fonction du déplacement de PRA et de PRB .
3. À tmin(R)+dA, l’influence de A cesse sur RA. RA est alors soumis à l’influence exclusive
de B. Dans l’intervalle ]tmin(R) + dA, tmin(R) + dB[, l’évolution de l’objet animé est
entièrement déterminée par B. La figure 3.20d montre RA soumis à la trajectoire principale−−→s1s3, identique à −−→s0s2 : l’ensemble du segment spatial se déplace selon B. Remarquons que
cette étape n’apparaît pas dans l’animation si dA = dB .
4. À tmin(R) + dB , l’influence de B cesse sur RB , lequel devient soumis exclusivement à
A. Dans la deuxième partie de l’animation, RA et RB suivaient des trajectoires qui les
éloignaient l’un de l’autre ; maintenant, RA et RB sont soumis à des trajectoires qui les
rapprochent. Dans la figure 3.20e, RA et RB suivent respectivement −−→s1s3 et −−→s2s3. Tous les
points du segment animé suivent une trajectoire résultant de la combinaison linéaire de−−→s1s3
et −−→s2s3 : le segment spatial se déplace et rétrécit.
5. À tmax(R), Ctmax(R)(R) = Ctmax(A)(A)⊗Ctmax(B)(B), par symétrie avec l’instant initial
de l’animation. Chaque point de l’objet animé se contracte en un point :RA etRB fusionnent
en l’objet résultant du produit cartésien des objets spatiaux décrits parA etB à l’instant final
de leur animation. Le point s3 de la figure 3.20f représente l’extrémité des trajectoires −−→s1s3
et−−→s2s3 suivies par les points RA et RB : ces derniers fusionnent en s3 à tmax(R), entraînant
la contraction du segment spatial en un point.
Tous les objets résultants du produit cartésien de deux opérandes spatio-temporels peuvent être
interprétés de la même manière, en décomposant l’animation en plusieurs étapes, et en recourant
aux trajectoires suivies par les bords des objets résultants. On déduit la forme de ces objets à
chaque instant d’après l’évolution de leurs bords.
Pour faciliter l’interprétation des différents cas de produits cartésiens, nous commençons par
étudier les cas où le premier opérande est un segment, et le second opérande est un segment, une
face ou un volume dans la section 3.5.1. Puis nous étudions les cas de produits cartésiens entre
deux faces spatio-temporelles dans la section 3.5.2. Comme précédemment A, B, et R dénotent
respectivement les opérandes et le résultat du produit cartésien dans (XY ZT ), et PA, PB et PR
représentent leur projection respective dans (XY Z).
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FIG. 3.20 : Animation décrite par le produit cartésien de deux segments spatio-temporels.
a) A et B sont des segments de durées respectives dA et dB : R est un parallélogramme de durée dA + dB .
b-f) Les cinq étapes de l’animation. PRA et PRB sont les projections respectives de RA et RB .
3.5.1 Segment (spatio)-temporel
Dans cette partie, le premier opérande considéré est un segment A, et le second opérande B est
un segment (Section 3.5.1.1), une face (Section 3.5.1.2) ou un volume (Section 3.5.1.3). Les cas
où A est temporel se déduisent directement des cas où A est spatio-temporel : la seule différence
réside dans le fait que le bord de l’objet animé influencé par A reste immobile au cours du temps si
A est temporel, ou bien se déplace si A est spatio-temporel. Pour cette raison, nous ne considérons
que les cas où A est spatio-temporel.
3.5.1.1 Produit cartésien avec un segment spatio-temporel
Soit B un segment spatio-temporel. Le produit cartésien de A par B correspond à l’exemple
de la figure 3.20, pour dA 6= dB . Si dA = dB , le début de l’animation est identique, mais l’étape
durant laquelle les deux extrémités du segment animé RA et RB sont soumises à l’influence exclu-
sive de B (Fig. 3.20d) n’existe pas : à l’instant tmin(R) + dA, l’influence des opérandes s’inverse
simultanément surRA et RB , et le segment commence à rétrécir. La fin de l’animation est la même
que lorsque dA 6= dB .
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3.5.1.2 Produit cartésien avec une face spatio-temporelle
Nous détaillons les produits cartésiens où B est l’une des faces spatio-temporelle présentées
dans la figure 3.9.
Soit B une face de (ZT ) décrivant le rétrécissement puis la contraction d’un segment en un
point (cf. Fig. 3.9a). Dans un premier temps, supposons dA = dB . L’animation décrite par le
volume R = A⊗B s’interprète ainsi (Fig. 3.21a) :
– Ctmin(R)(R) est le segment correspondant au produit cartésien Ctmin(A)(A)⊗Ctmin(B)(B).
Chaque point de ce segment est soumis aux deux trajectoires principales dûes à A et B
(Fig. 3.21b). Le segment se dilate en un quadrilatère (Fig. 3.21c), dont le bordRA se déplace
suivant A, et le bord opposé RB se déplace et rétrécit selon B. Les deux autres bords suivent
une trajectoire formée par combinaison linéaire de celles définies parA etB : ces deux bords
se déplacent et grossissent. Le quadrilatère est un trapèze animé (Fig. 3.21d-f).
– À tmin(R) + dA, RB se contracte en un point : la trapèze devient une face triangulaire dont
RB est un sommet (Fig. 3.21g).
– Puis l’influence des opérandes s’inverse à tmin(R) + dA + ǫ : RA se déplace et rétrécit en
fonction de B, tandis que le sommet RB se déplace suivant A. Les trajectoires suivies par
RA et RB ont même destination : le triangle rétrécit (Fig. 3.21h-k).
– Enfin, RA se contracte en un point et fusionne avec RB à tmax(R) : le triangle se contracte
en ce point, égal à Ctmax(A)(A)⊗ Ctmax(B)(B) (Fig. 3.21l).
La figure 3.22 représente la même animation dans (XY Z). PA et PB sont des segments spa-
tiaux plongés dans des espaces orthogonaux, donc PR. Ctmin(R)(R) est un segment identique à
PB (Fig. 3.22a). Ce segment initial se dilate en un trapèze, dont un bord s’éloigne suivantA, tandis
que le bord opposé rétrécit selon B et se contracte en un point à tmin(R) + dA : le trapèze devient
un triangle (Fig. 3.22b-g). Puis l’influence des opérandes s’inverse : un sommet du triangle se
rapproche du bord opposé, et ce dernier rétrécit, entraînant le rétrécissement du triangle dans son
ensemble. Le triangle finit par se contracter en un point à tmax(R).
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FIG. 3.21 : Produit cartésien d’un segment A ∈ (XY T ) par une face B ∈ (ZT ).dA = dB .
a) B décrit un segment se contractant en un point. b-l) Étapes de l’animation.
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FIG. 3.22 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.21.
a) PA et PB sont des segments : PR est un rectangle. b-l) Étapes de l’animation.
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Supposons maintenant dA 6= dB . L’animation décrite par R est la même que dans le cas où
dA = dB , en ajoutant une étape intermédiaire, durant laquelle les bords RA et RB de l’objet animé
sont soumis à l’influence de l’opérande de plus longue durée.
Si dA < dB (Fig. 3.23), Ctmin(R)+dA(R) est un trapèze. RA subit l’influence de B et rétrécit
durant l’intervalle de temps [tmin(R) + dA, tmin(R) + dB]. RB , déjà soumis à B, continue son
rétrécissement et se contracte en un point à tmin(R)+dB , tandis que RA est toujours un segment :
le trapèze devient un triangle.
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FIG. 3.23 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.21. dA < dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Si dA > dB (Fig. 3.24), Ctmin(R)+dB(R) est un triangle, car RB se contracte en un point à cet
instant. RB passe alors sous l’influence de A : l’ensemble du triangle se déplace durant l’intervalle
[tmin(R) + dB, tmin(R) + dA].
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FIG. 3.24 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.21. dA > dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
Le cas du produit cartésien entre un segment spatio-temporel A et une face spatio-temporelle
B décrivant un point se dilatant en un segment (cf. Fig. 3.9c) est symétrique au cas que nous venons
d’étudier : par conséquent, l’animation correspondante se déroule en sens inverse de l’animation
illustrée par les figures 3.21 et 3.22.
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Le dernier cas de face spatio-temporelle est celui où la face B est “générale”, i.e. décrit un
point qui se dilate en un segment, lequel grossit, atteint sa longueur maximale à l’instant que nous
notons tmin(B) + d′B , puis rétrécit avant de se contracter de nouveau en un point (cf. Fig. 3.9e).
Supposons dA = dB (Fig. 3.25a). Les six sommets de R = A ⊗ B s0, s1, s2, s′2, s3, s4 ont pour
coordonnée temporelle croissante respective tmin(R), tmin(R)+d′B , tmin(R)+dA, tmin(R)+dB ,
tmin(R) + dB + d′B et tmax(R).
L’animation décrite par R suit les étapes suivantes :
1. Ctmin(R)(R) est le point s0 résultant du produit cartésien des points initiaux décrits par A et
B (Fig. 3.25b).
2. B décrit entre tmin(B) et tmin(B) + d′B un point soumis à deux trajectoires principales
qui se dilate en un segment. Par conséquent, Ctmin(R)(R) est soumis à la trajectoire princi-
pale −−→s0s2 déterminée par A et aux trajectoires principales −−→s0s1 et
−−→
s0s
′
2 déterminées par B :
Ctmin(R)(R) se dilate en une face triangulaire. Le sommet RA de cette face est soumis à
l’influence exclusive de A, et se déplace en suivant −−→s0s2 ; le bord RB opposé à RA sur la
face animée est soumis à B et grossit, car−−→s0s1 et
−−→
s0s
′
2 s’éloignent l’une de l’autre : l’ensem-
ble du triangle grossit (Fig. 3.25c-d).
RB atteint sa longueur maximale à tmin(R) + d′B , car un sommet de RB est arrivé au
bout de la trajectoire −−→s0s1. s1 est l’origine des trajectoires
−−→
s1s
′
2 et
−−→s1s3, définies respec-
tivement par A et B : s1 va suivre ces deux trajectoires, et se dilater en un segment à
tmin(R) + d′B + ǫ (Fig. 3.25e) : le triangle se transforme en face quadrangulaire. Le bord
qui vient d’apparaître sur la face animée et RB ont un sommet en commun, qui suit
−−→
s1s
′
2 :
RB commence à rétrécir, car ses deux extrémités suivent une trajectoire qui aboutit en
s′2 (Fig. 3.25f).
3. À tmin(R) + dA, RA achève son déplacement vers s2, et le segment RB se contracte en s′2,
car dA = dB : la face animée redevient triangulaire (Fig. 3.25g). Puis le point RB , soumis
maintenant à A, se déplace suivant la trajectoire principale−−→s′2s4. Simultanément, RA, désor-
mais soumis à B, se dilate en un segment sous l’influence des trajectoires principales −−→s2s3
et −−→s2s4 : le triangle se transforme de nouveau en face quadrangulaire (Fig. 3.25h-i).
4. RA grossit tandis que RB se déplace jusqu’à tmin(R) + dB + d′B . À cet instant, le bord de
la face animée qui était apparu à tmin(R) + d′B + ǫ se contracte en un point, car l’une de
ses extrémités est arrivé au bout de −−→s1s3 : la face est de nouveau triangulaire (Fig. 3.25j).
Un bord de cette face est RA, tandis que le sommet opposé est RB : RA et RB suivent
deux trajectoires distinctes qui aboutissent en s4, entraînant le rétrécissement de la face
(Fig.3.25k).
5. Enfin, à tmax(R), la face se contracte en s4, égal au produit cartésien des points finaux
décrits par A et B (Fig. 3.25l).
La projection dans (XY Z) de cette animation est montrée dans la figure 3.26.
Il existe une symétrie dans cette animation : dans un premier temps, un point se dilate en
une face triangulaire qui grossit avant de devenir quadrangulaire puis triangulaire à la moitié de
l’animation. Puis, dans un second temps, cette face redevient quadrangulaire, puis triangulaire,
rétrécit et se contracte en un point. Cette symétrie est dûe au fait que B est constituée de faces
triangulaires juxtaposées, qui décrivent des animations symétriques.
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FIG. 3.25 : Produit cartésien d’un segment A ∈ (XY T ) par une face B ∈ (ZT ). dA = dB .
a) A est un segment et B est une face générale. R est un prisme. b-l) Étapes de l’animation.
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FIG. 3.26 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.25.
a) PA et PB sont des segments, et PR est un rectangle.
Ps0 , Ps1 , Ps2 , Ps′2 , Ps3 et Ps4
sont les projections des sommets de R. b-l) Étapes de l’animation.
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Si dA < dB , supposons dA = d′B =
dB
2 . La face animée est un triangle à tmin(R) + dA
(RA est un sommet du triangle, et RB est le segment opposé qui atteint sa longueur maximale) :
cf. Fig. 3.27. RA (resp. un sommet de RB) est alors soumis à B, et suit les trajectoires−−→s2s3 et−−→s2s4
(resp.−−→s1s′2 et−−→s1s3). Ces deux sommets se dilatent en un segment, portant à cinq le nombre de bords
de la face. À tmin(R) + dA + d′B , un des bords de la face se contracte en un point, car ses deux
extrémités fusionnent en s3. Simultanément,RB se contracte en un point car tmin(R)+dA+d′B =
tmin(R) + dB : deux côtés de la face animée disparaissent, et la face redevient triangulaire.
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FIG. 3.27 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.25. dA = d′B < dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
En ajustant la valeur de d′B par rapport à dA et dB , on peut déduire l’animation correspondante
de la figure 3.27. Par exemple, si dA < d′B , le sommet RA se dilate en un segment à tmin(R)+dA,
alors que RB n’a pas encore atteint sa longueur maximale : la face animée est quadrangulaire
jusqu’à tmin(R)+d′B . Réciproquement, si dA > d′B , la face est triangulaire jusqu’à tmin(R)+d′B ,
où l’un des sommets deRB atteint s3 et va se dilater en un segment : la face devient quadrangulaire
et le reste jusqu’à tmin(R) + dA, où RA atteint la fin de la trajectoire −−→s0s2.
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Si dA > dB , Ctmin(R)+dB est un triangle. Le segment RB est alors soumis à A, et se dé-
place suivant une trajectoire identique à celle suivie par le sommet RA. L’ensemble de la face est
translatée jusqu’à l’instant tmin(R) + dA (Fig. 3.28).
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FIG. 3.28 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.25. dA > dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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3.5.1.3 Produit cartésien avec un volume spatio-temporel
Dans cette section, nous étudions seulement les types de volumes spatio-temporels illustrés
dans la figure 3.10. Les animations obtenues par produit cartésien avec les autres types de volumes
s’en déduisent.
Le premier volume représente une face triangulaire rétrécissant et se contractant en un point
(tous les points de cette face suivent une trajectoire distincte : cf. Fig. 3.10a). Supposons dA = dB .
R = A ⊗ B est un hypervolume (Fig. 3.29a). L’animation est toujours interprétée de la même
manière :
1. À tmin(R), le produit cartésien du point initial décrit par A par la face initiale décrite par B
est une face identique à B (Fig. 3.29b).
2. Tous les points de cette face sont soumis à deux trajectoires, l’une portée par A, l’autre
définie par B : chaque point se dilate donc en un segment, amenant la face à se dilater
en un prisme à tmin(R) + ǫ. Une face RA du prisme est identique à la face initiale, et se
déplace suivant A, tandis que la face opposée RB évolue selon B et rétrécit : le prisme est
déformé (Fig. 3.29c-f). RA et RB s’éloignent l’un de l’autre, faisant s’allonger le prisme.
3. À tmin(R) + dA, RA achève son déplacement, tandis que RB se contracte en un point : le
prisme se transforme en tétraèdre (Fig. 3.29g).
4. L’influence des opérandes s’inverse alors : la face RA commence à rétrécir en fonction de
B, tandis que le sommet RB se déplace en fonction de A (Fig. 3.29h-k). RA et RB se
rapprochent car les trajectoires qu’ils suivent ont même destination, amenant le tétraèdre à
rétrécir.
5. À tmax(R), le tétraèdre se contracte en un point égal au produit cartésien des points finaux
décrits par A et B (Fig. 3.29l).
Les étapes de l’animation projetée dans (XY Z) sont montrées dans la Fig. 3.30.
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FIG. 3.29 : Produit cartésien d’un segment A ∈ (XY ZT ) par un volume B ∈ (XY ZT ). dA = dB .
a) B décrit une face triangulaire rétrécissant puis se contractant en son centre.
b-l) Étapes de l’animation.
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FIG. 3.30 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.29.
a) PA est un segment, PB une face triangulaire, et PB un prisme.
b-l) Étapes de l’animation.
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Comme dans les cas précédents, différencier la durée des opérandes ajoute une étape dans
l’animation.
Si dA < dB , le volume animé est un prisme déformé à tmin(R) + dA : RA a achevé son dé-
placement suivantA, tandis queRB est toujours en train de rétrécir sous l’influence deB (Fig. 3.31).
RA est soumise à B à tmin(R)+ dA+ ǫ et commence à rétrécir : l’ensemble du prisme rétrécit. À
tmin(R) + dB , RB achève de se contracter en un point, rendant le volume tétraédrique.
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FIG. 3.31 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.29. dA < dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Si dA > dB , le volume animé est un tétraèdre à tmin(R) + dB , car RB s’est contracté en
un point, alors que RA continue son déplacement (Fig. 3.32). RB commence alors à se déplacer
suivant A : tous les points du ce tétraèdre suivent donc des trajectoires parallèles à celle portée par
A, et le volume est translaté jusqu’à tmin(R) + dA.
tmin(R) + dB
tmin(R) + dA
tmin(R) + dA PRA
tmin(R) + dB
PRB
RB
PB
PR
PA
B
h
A
PRB
PRA
RA
RB R
g
RA
f
ed
ba
FIG. 3.32 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.29. dA > dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Le deuxième type de volume spatio-temporel décrit un point qui se dilate en une face triangu-
laire, laquelle grossit durant un intervalle de temps (Fig. 3.10c) : c’est exactement le symétrique
de l’animation représentée par l’opérande volumique que nous venons d’utiliser pour le produit
cartésien. On se persuade aisément que le produit cartésien d’un segment par un volume du deux-
ième type donne une animation symétrique de celle obtenue avec le premier volume étudié. Il
suffit de reprendre en sens inverse les étapes des animations illustrées par les figures 3.29 et 3.30.
Le troisième type de volume représente un segment initial qui se dilate en une face quadran-
gulaire, laquelle grossit, puis rétrécit avant de se contracter en un autre segment (Fig. 3.10e). Soit
B ce volume : supposons dA = dB . Le produit cartésien de A par B résulte en un hypervolume R
décrivant l’animation suivante (Fig. 3.33a) :
1. Ctmin(R)(R) est le segment résultant du produit cartésien du point initial par le segment
initial respectivement décrits par A et B (Fig. 3.33b).
2. A décrit un point soumis à une trajectoire principale, tandis que B représente un segment
initial dont tous les points suivent simultanément une infinité de trajectoires induites par
deux trajectoires principales. Chaque point de Ctmin(R)(R) est donc soumis à trois trajec-
toires principales à tmin(R) + ǫ, et se dilate en une face triangulaire. Un sommet de cette
face se déplace selon A, tandis que le segment opposé de la face évolue selon B. L’union
des faces forme un prisme (Fig. 3.33c), dont un segment RA du bord se déplace selon A ; ce
segment est l’union des sommets de chaque face triangulaire qui sont soumis à A. La face
du prisme opposée à RA est une face quadrangulaire RB résultant de l’union des segments
soumis à B ; RB suit l’évolution définie par RB (Fig. 3.33d-f). Le prisme grossit car RA et
RB s’éloignent l’un de l’autre.
3. À tmin(R) + dA, RA achève son déplacement tandis que RB se contracte en un segment :
le prisme devient un tétraèdre (Fig. 3.33g).
4. RB se déplace maintenant sous l’influence de A, tandis que le segment RA, désormais
soumis à B, se dilate en une face quadrangulaire : le tétraèdre est tronqué (Fig. 3.33h). RA
et RB se rapprochent, faisant rétrécir le tétraèdre (Fig. 3.33i-k).
5. À tmax(R), RB se contracte en un segment et fusionne avec RA : le volume animé se
contracte en un segment, égal au produit cartésien du point final décrit par A par le segment
final décrit par B (Fig. 3.33l).
La projection de cette animation dans (XY Z) est montrée dans la figure 3.34.
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FIG. 3.33 : Produit cartésien d’un segment A ∈ (XY ZT ) par un volume B ∈ (XY ZT ). dA = dB .
a) B décrit un segment se dilatant en une face quadrangulaire qui grossit,
puis rétrécit avant de se contracter en un segment. b-l) Étapes de l’animation.
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FIG. 3.34 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.33.
a) PA est un segment, PB une face triangulaire, et PB un prisme. b-l) Étapes de l’animation.
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En différenciant la durée des opérandes, on interprète facilement l’étape supplémentaire de
l’animation.
Si dA < dB , RA achève de se déplacer en fonction de A à tmin(R) + dA : le volume animé
est un tétraèdre tronqué. Puis RA se dilate en une face quadrangulaire sous l’influence de B,
transformant le tétraèdre en parallélépipède déformé. RB continue à évoluer en fonction de B
et se contracte en un segment à tmin(R) + dB : le parallélépipède devient un nouveau tétraèdre
tronqué (Fig. 3.35).
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FIG. 3.35 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.33. dA < dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Si dA > dB , le volume animé est un tétraèdre à tmin(R) + dB . RB est un segment qui se
déplace en fonction de A. Puisque RA suit le même déplacement, l’ensemble du tétraèdre suit la
trajectoire portée par A jusqu’à tmin(R) + dA (Fig. 3.36).
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FIG. 3.36 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.33. dA > dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Nous abordons maintenant le dernier type d’opérandes volumiques spatio-temporels : le vol-
ume général B décrit un point se dilatant en une face triangulaire, laquelle grossit et devient
quadrangulaire, puis de nouveau triangulaire, avant de rétrécir et de se contracter en un point
(cf. Fig. 3.10g). Les instants où la face animée décrite par B devient quadrangulaire puis de nou-
veau triangulaire sont respectivement notés tmin(B)+ d′B et tmin(B)+ d′′B . Supposons dB = dA.
L’animation décrite par R = A⊗B est décomposée ainsi (Fig. 3.37a) :
1. À tmin(R), R décrit un point égal au produit cartésien des points initiaux décrits par A et
B (Fig. 3.37b).
2. Ce point initial est soumis à quatre trajectoires principales (une définie par A, les trois autres
par B), et se dilate donc en un tétraèdre (Fig. 3.37c). Le sommet supérieur RA du tétraèdre
se déplace en fonction de A, tandis que la face triangulaire opposée RB grossit en fonction
de B.
À tmin(R) + d′B , un sommet de RB suit trois trajectoires principales (une définie par A, les
deux autres définies parB), et se dilate en une face triangulaire :RB devient quadrangulaire,
et le tétraèdre est tronqué (Fig. 3.37d).
Puis, à tmin(R) + d′′B , un segment du bord de RB se contracte en un point, rendant RB
triangulaire (Fig. 3.37e : le volume animé se transforme en pyramide déformée). Ce même
point suit alors deux trajectoires principales, définies respectivement par A et B : le point
se dilate en un segment, et le volume devient un prisme déformé. Tous les points de RB
suivent une trajectoire qui s’achève en un même point, donc RB rétrécit (Fig. 3.37f).
3. À tmin(R) + dA, RA atteint l’extrémité de la trajectoire suivie en fonction de A, tandis que
RB se contracte en un point, conformément à l’animation décrite par B (Fig. 3.37g) : le
prisme redevient un tétraèdre.
4. L’influence des opérandes s’inverse : RA se dilate en une face triangulaire selon B, et RB
commence à se déplacer suivant A (Fig. 3.37h) : le volume animé est de nouveau un prisme.
À tmin(R) + dA + d′B , RA devient quadrangulaire, transformant le volume en tétraè-
dre tronqué (Fig. 3.37i). Une autre face de ce volume rétrécit et se contracte en un point
à tmin(R) + dA + d′′B , rendant RA triangulaire, et retransformant le volume en tétraè-
dre (Fig. 3.37j). RA et RB suivent des trajectoires qui finissent en un même point, faisant
rétrécir le tétraèdre (Fig. 3.37k).
5. Le tétraèdre finit par se contracter en un point (Fig. 3.37l) à tmax(R).
La figure 3.38 montre les étapes de cette animation dans (XY Z).
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FIG. 3.37 : Produit cartésien d’un segment A ∈ (XY ZT ) par un volume B ∈ (XY ZT ). dA = dB .
a) B décrit un point se dilatant en une face triangulaire qui grossit, devient quadrangulaire à
tmin(B) + d′B , rétrécit puis redevient triangulaire à tmin(B) + d′′B , et se recontracte
en un point à tmax(B). b-l) Étapes de l’animation.
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FIG. 3.38 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.37.
a) PA est un segment, PB et PR sont des volumes.
b-l) Étapes de l’animation.
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Comme dans les cas précédents, différencier la durée des opérandes rajoute une étape dans les
animations.
Si dA < dB , soit d′B < dA = d′′B < dB (l’interprétation des animations obtenues en modifiant
les valeurs de d′B et d′′B par rapport à dA se déduisent de cet exemple). À tmin(R)+dA, le sommet
RA de la pyramide déformée achève son déplacement sous l’influence de A (Fig. 3.39a). RA est
alors soumis à B et se dilate en une face triangulaire : une nouvelle face triangulaire apparaît sur
le bord du volume animé (Fig. 3.39c). À tmin(R) + dA + d′′B , RA devient quadrangulaire, tandis
qu’une face triangulaire du bord du volume rétrécit (Fig. 3.39d). Cette face se contracte en un
point à tmin(R) + dB , rendant RA triangulaire, et transformant le volume en tétraèdre.
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FIG. 3.39 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.37. dA < dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Si dA > dB , RA et RB sont deux sommets opposés du tétraèdre obtenu à tmin(R) + dB .
RB subit l’influence de A et se déplace selon une trajectoire identique à celle suivie par RA :
l’ensemble du tétraèdre suit ce déplacement jusqu’à tmin(R) + dA (Fig. 3.40).
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FIG. 3.40 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.37. dA > dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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3.5.2 Faces spatio-temporelles
Nous gardons la même démarche que précedemment pour interpréter les animations résultant
du produit cartésien de deux faces spatio-temporelles. Nous reprenons les différents types de faces
vues en section 3.3.2 pour décrire les cas les plus représentatifs de produits cartésiens entre ces
faces.
3.5.2.1 Produit cartésien avec une face décrivant un segment se contractant en un point
Soit A et B deux faces décrivant un segment rétrécissant avant de se contracter en un point
(cf. Fig. 3.9a). Plus précisément, dans cet exemple, le segment animé représenté par A se déplace,
tandis que celui représenté par B reste immobile. Supposons dA = dB (Fig. 3.41a). R = A ⊗ B
est un hypervolume représentant l’animation suivante :
1. Ctmin(R)(R) est une face rectangulaire égale au produit cartésien des segments initiaux
décrits par A et B (Fig. 3.41b). La longueur (resp. la largeur) de ce rectangle est égale à la
longueur de B (resp. A).
2. Chaque point du rectangle initial est soumis à deux trajectoires principales (l’une définie
par A et l’autre par B), et se dilate en un segment : l’union de ces segments forme un par-
allélépipède déformé (Fig. 3.41c). Une face RA du bord de ce parallélépipède est soumise à
A : RA se déplace, et sa largeur diminue tandis que sa longueur reste constante. Simultané-
ment, la face opposée du parallélépipède, RB , est soumise à l’influence de B (sa longueur
diminue et sa largeur reste constante) (Fig. 3.41d-f).
3. À tmin(R) + dA, RA et RB se contractent en un segment, car les segments animés décrits
par A et B se contractent en un point : le parallélépipède devient un tétraèdre (Fig. 3.41g).
4. Puis l’influence des opérandes s’inverse : RA rétrécit sous l’influence de B, tandis que RB
se déplace et rétrécit sous l’influence deA. Les deux segments se rapprochent l’un de l’autre,
faisant rétrécir l’ensemble du tétraèdre (Fig. 3.41h-k).
5. Finalement, le tétraèdre se contracte à tmax(R) en un point égal au produit cartésien des
points finaux décrits par A et B (Fig. 3.41l).
La figure 3.42 illustre les étapes de cette animation dans (XY Z).
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FIG. 3.41 : Produit cartésien de deux faces A ∈ (XY T ) et B ∈ (ZT ). dA = dB .
a) A et B décrivent toutes deux un segment rétrécissant puis se contractant en un point. Le segment
animé décrit par A se déplace dans l’espace, tandis que celui décrit par B reste immobile. b-l) Étapes de
l’animation.
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FIG. 3.42 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.41.
a) PA est une face et PB un segment : PR est un prisme. b-l) Étapes de l’animation.
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Supposons maintenant da < dB (si dA > dB , l’interprétation est la même puisque A et B
décrivent le même type d’animation). À tmin(R) + dA, la face supérieure RA du parallélépipède
déformé se contracte en un segment sous l’influence de A : le parallélépipède devient un prisme.
Puis RA est soumis à B et rétrécit. À tmin(R) + dB , RB achève son propre rétrécissement sous
l’influence de B, et se contracte en un segment : le prisme devient un tétraèdre (Fig. 3.43).
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FIG. 3.43 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.41. dA < dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Considérons maintenant le cas de produit cartésien où A est une face du premier type comme
dans le cas précédent, et B est une face spatio-temporelle du deuxième type, i.e. B représente
un point qui se dilate en un segment et grossit (Fig. 3.9c). Supposons dA = dB . L’hypervolume
R = A⊗B (Fig. 3.44a) s’interprète ainsi :
1. À tmin(R), R décrit un segment égal au produit cartésien du point initial par le segment
initial respectivement décrits par A et B (Fig. 3.44b).
2. Chaque point de ce segment est simultanément soumis à une trajectoire définie par A, et
deux trajectoires définies par B : chaque point se dilate en une face triangulaire, amenant
l’ensemble du segment à se dilater en un prisme (Fig. 3.44c). Le segment supérieur RA du
bord du prisme rétrécit en fonction de A, tandis que la base quadrangulaire du prisme, RB ,
grossit sous l’influence de B ; plus précisément, la longueur de RB augmente tandis que sa
largeur reste constante (Fig. 3.44d-f).
3. À tmin(R)+dA, RA se contracte en un point tandis que RB atteint sa superficie maximale :
le prisme se transforme en pyramide (Fig. 3.44g).
4. Puis RA se dilate en un segment sous l’influence de B, tandis que RB commence à évoluer
en fonction de A (la largeur de RB diminue) : la pyramide redevient un prisme. RA et RB
se rapprochent l’un de l’autre, faisant rétrécir l’ensemble du prisme (Fig. 3.44h-k).
5. À tmax(R), RB se contracte en un segment et fusionne avec RA : le prisme animé se con-
tracte en un segment égal au produit cartésien du point final par le segment final respective-
ment décrits par A et B (Fig. 3.44l).
L’animation projetée dans (XY Z) est montrée dans la figure 3.45.
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FIG. 3.44 : Produit cartésien de deux faces A ∈ (XY T ) et B ∈ (ZT ). dA = dB .
a) A décrit un segment qui se déplace et rétrécit avant de se contracter en un point.
B décrit un point se dilatant en un segment. b-l) Étapes de l’animation.
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FIG. 3.45 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.44.
a) PA est une face et PB un segment : PR est un prisme. b-l) Étapes de l’animation.
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Supposons dA 6= dB : l’étape supplémentaire de l’animation s’interprète de la manière suiv-
ante.
Si dA < dB , RA se contracte en un point avant que RB n’ait atteint sa superficie maximale :
le prisme devient une pyramide. Puis RA est soumis à B et se dilate en un segment. La pyramide
devient un prisme qui grossit jusqu’à tmin(R) + dB , instant où RB , la base du prisme, atteint ses
dimensions maximales (Fig. 3.46).
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FIG. 3.46 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.44. dA < dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Si dA > dB , RB atteint sa superficie maximale à tmin(R) + dB puis commence à rétrécir et
se déplacer en fonction de A. Simultanément, le segment RA, toujours soumis à l’influence de A,
continue à rétrécir : l’ensemble du prisme rétrécit. À tmin(R) + dA, RA se contracte en un point,
et le prisme se transforme en pyramide (Fig. 3.47).
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FIG. 3.47 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.44. dA > dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Le dernier cas de produit cartésien avec la même face spatio-temporelle A consiste à utiliser
une face générale B comme second opérande : B représente un point se dilatant en un segment qui
atteint sa longueur maximale au bout de l’intervalle de temps d′B puis rétrécit et se contracte en un
point (Fig. 3.9e). Supposons dA = dB . Les animations décrites par l’hypervolume R = A ⊗ B
dans (XY ZT ) et (XY Z) sont respectivement montrées dans les Fig.3.48 et 3.49 :
1. À tmin(R), R décrit un segment égal au produit cartésien du segment initial décrit par A
par le point initial décrit par B (Fig. 3.48b).
2. Chaque point du segment initial est soumis à trois trajectoires (la première dûe à A, les deux
autres à B) et se dilate donc en une face triangulaire, entraînant la dilatation du segment
initial en un prisme (Fig. 3.48c). Le segment supérieur RA de ce dernier rétrécit sous l’influ-
ence de A, tandis que la face opposée RB grossit selon B (plus précisément, la longueur de
RB augmente tandis que sa largeur reste constante). À tmin(R) + d′B , RB est de longueur
maximale (Fig. 3.48d). RB commence alors à rétrécir, en accord avec le segment animé
décrit par B. Le prisme devient un parallélépipède déformé (Fig. 3.48e-f).
3. À tmin(R) + dA, RA se contracte en un point tandis que la face inférieure RB se contracte
en un segment : RA constitue alors le sommet d’une pyramide, et RB est l’un des bords de
la base quadrangulaire de cette pyramide (Fig. 3.48g).
4. Puis RA subit l’influence de B et se dilate en un segment. Simultanément, RB rétrécit et
se déplace sous l’influence de A (le volume animé n’est plus une pyramide : Fig 3.48h). À
tmin(R) + dA + d′B , RA atteint sa taille maximale et le segment opposé à RB sur la face
quadrangulaire du volume animé se contracte en un point : la face devient triangulaire, et le
volume animé devient un tétraèdre (Fig. 3.48i). Puis RA rétrécit et se rapproche de RB , qui
poursuit son propre rétrécissement : l’ensemble du tétraèdre rétrécit (Fig. 3.48j-k).
5. À tmax(R), RA et RB se contractent en un même point, entraînant la contraction du tétraè-
dre en ce point (Fig. 3.48l).
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FIG. 3.48 : Produit cartésien de deux faces A ∈ (XY ZT ) et B ∈ (ZT ). dA = dB .
a) A décrit un segment qui se déplace et rétrécit, puis se contracte en un point. B décrit un point se dilatant
en un segment qui grossit jusqu’à tmin(R) + d′B , puis rétrécit et se contracte en un point.
b-l) Étapes de l’animation.
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FIG. 3.49 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.48.
a) PA est une face et PB est un segment : PR est un prisme. b-l) Étapes de l’animation.
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L’étape supplémentaire de l’animation obtenue en différenciant la durée des opérandes est
décrite de la manière suivante.
Si dA < dB , supposons dA > d′B : le segment RA achève de se contracter en un point à
tmin(R) + dA avant que la face RB ne se soit contractée en un segment (Fig. 3.50). Puis RA,
désormais influencé par B, se dilate en un segment qui atteint sa longueur maximale à tmin(R) +
dA + d′B : une face du volume animé se contracte alors en un point, transformant le volume en
tétraèdre tronqué. Puis RA commence à rétrécir, tout comme RB (toujours soumis à B), lequel
se contracte en un segment à tmin(R) + dB . L’animation est la même si dA < d′B , sauf que le
segment RA n’aura pas atteint sa longueur maximale avant que la face RB ne se soit contractée en
un segment.
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FIG. 3.50 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.48. d′B < dA < dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Si dA > dB , RB se contracte en un segment à tmin(R) + dB sous l’influence de B, et le
volume animé est alors un prisme (Fig. 3.51). RB commence à rétrécir et à se déplacer en fonction
de A, tandis que RA poursuit son évolution. RA finit par se contracter en un point à tmin(R)+dA,
transformant le prisme en pyramide déformée dont RA est le sommet et RB un bord de la base.
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FIG. 3.51 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.48. dA > dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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3.5.2.2 Produit cartésien avec une face décrivant un point se dilatant en un segment
Dans cette section, l’opérande A est une face spatio-temporelle du deuxième type, i.e. A décrit
un point qui se dilate en un segment puis grossit jusqu’à atteindre sa longueur maximale à tmax(A).
Nous étudions les différents cas de produits cartésiens entre A et une face spatio-temporelle B.
Soit B une face du deuxième type. Supposons dA = dB . Les figures 3.52 et 3.53 montrent
dans (XY ZT ) et (XY Z) l’animation représentée par R = A⊗B :
1. À tmin(R), le point initial décrit parR résulte du produit cartésien des points initiaux décrits
par A et B (Fig. 3.52b).
2. Ce point initial est simultanément soumis à quatre trajectoires (deux dûes à A, et les deux
autres dûes à B) : le point se dilate en un tétraèdre. Deux segments du bord du tétraèdre,
RA et RB sont respectivement soumis à l’influence de A et B. RA et RB grossissent et
s’éloignent l’un de l’autre : l’ensemble du tétraèdre grossit (Fig. 3.52c-f).
3. À tmin(R) + dA, RA et RB atteignent leur longueur maximale : le tétraèdre cesse de
grossir (Fig. 3.52g).
4. L’influence des opérandes s’inverse : RA (resp. RB) se dilate en une face quadrangulaire,
car tous les points qui le composent suivent une infinité de trajectoires induites par les deux
trajectoires principales dûes à B (resp. A). Plus précisément, la longueur (resp. la largeur)
de RA (resp. RB) augmente sous l’influence de A (resp. B). Le tétraèdre se transforme en
parallélépipède déformé, dont RA et RB constituent deux faces opposées. Ces deux faces se
rapprochent l’une de l’autre, faisant diminuer l’épaisseur du parallélépipède (Fig. 3.52h-k).
5. À tmax(R), RA et RB et fusionnent : le parallélépipède se contracte en une face rect-
angulaire égale au produit cartésien des segments finaux respectivement décrits par A et
B (Fig. 3.52l).
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FIG. 3.52 : Produit cartésien de deux faces A ∈ (XY ZT ) et B ∈ (ZT ). dA = dB .
a) A et B décrivent un point se dilatant en un segment. b-l) Étapes de l’animation.
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FIG. 3.53 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.52
a) PA est une face et PB est un segment : PR est un prisme. b-l) Étapes de l’animation.
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L’animation décrite par R est exactement l’inverse de celle résultant du produit cartésien de
deux faces décrivant chacune la contraction d’un segment en un point (cf. Fig. 3.41). Par con-
séquent, l’étape supplémentaire de l’animation obtenue en différenciant la durée des opérandes se
prédit facilement.
Supposons dA < dB (l’interprétation de l’animation serait identique pour dA > dB) : à tmin(R)+
dA, le segment RA du tétraèdre animé décrit par R atteint sa longueur maximale, alors que RB
continue à grossir. Puis RA se dilate en une face rectangulaire sous l’influence de B, transfor-
mant le tétraèdre en prisme. Ce prisme grossit jusqu’à ce que RB atteigne lui-même sa longueur
maximale à tmin(R) + dB (Fig. 3.54).
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FIG. 3.54 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.52. dA < dB
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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Le second cas de produit cartésien à étudier est celui où la face B est générale. Soit tmin(B)+
d′B l’instant où le segment décrit par B atteint sa longueur maximale avant de commencer à rétré-
cir. Supposons dA = dB , et analysons l’animation décrite par R = A⊗ B (les étapes des anima-
tions en (XY ZT ) et (XY Z) sont illustrées par les figures 3.55 et 3.56) :
1. Ctmin(R)(R) est un point initial égal au produit cartésien des points initiaux décrits par A et
B (Fig. 3.55b).
2. Ce point est soumis simultanément aux deux trajectoires définies par A et aux deux trajec-
toires définies par B : le point se dilate en un tétraèdre (Fig. 3.55c). Le segment RA et le
segment opposé RB sont respectivement influencés par A et B : RA et RB grossissent et
s’éloignent l’un de l’autre, faisant grossir le tétraèdre (Fig. 3.55d).
À tmin(R) + d′B , RB atteint sa longueur maximale. Un sommet de RB suit alors trois
trajectoires principales (deux dûes à A et une dûe à B) : le sommet se dilate en une face tri-
angulaire, et le volume devient un prisme déformé (Fig. 3.55e-f). RB commence à rétrécir.
3. À tmin(R)+dA, RA atteint sa longueur maximale, tandis que RB se contracte en un point :
le prisme devient une pyramide. RB est le sommet de la pyramide, et RA appartient au bord
de la base de la pyramide (Fig. 3.55g).
4. L’influence des opérandes s’inverse : le sommet RB est soumis aux deux trajectoires prin-
cipales définies par A et se dilate en un segment, qui commence à grossir. Simultanément,
le segment RA se dilate en une face rectangulaire car chacun des points qui le composent
se dilate en un segment sous l’influence de B (plus précisément, la largeur de la face RA
est constante tandis que sa longueur augmente). Le volume prend une forme intermédiaire
entre la pyramide et le prisme, dûe à l’apparition de la face RA.
La face qui représentait la base de la pyramide rétrécit (Fig. 3.55h) jusqu’à tmin(R)+ dA+
d′B , où elle se contracte en un segment : le volume se transforme en prisme. Au même in-
stant, RA atteint sa longueur maximale, et constitue la base du prisme (Fig. 3.55i). Puis RA
rétrécit tout en se rapprochant de RB , faisant rétrécir l’ensemble du prisme (Fig. 3.55j-k).
5. Le prisme finit par se contracter à tmax(R) en un segment égal au produit cartésien du
segment final décrit par A par le point final décrit par B (Fig. 3.55l).
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FIG. 3.55 : Produit cartésien de deux faces A ∈ (XY T ) et B ∈ (ZT ). dA = dB .
a) A décrit un point se dilatant en un segment. B représente un point se dilatant en un segment qui grossit
jusqu’à tmin(R) + d′B , avant de rétrécir et de se contracter en un point. b-l) Étapes de l’animation.
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FIG. 3.56 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.55.
a) PA est une face et PB est un segment : PR est un prisme. b-l) Étapes de l’animation.
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L’étape supplémentaire de l’animation obtenue en différenciant la durée des opérandes est la
suivante.
Si d′B < dA < dB (Fig. 3.57), le volume animé est un prisme déformé et RA atteint sa
longueur maximale à tmin(R) + dA, sous l’influence de A. À cet instant, le segment RB a déjà
entamé son rétrécissement. RA subit alors l’influence de B et se dilate en une face rectangulaire
(le volume adopte une forme intermédiaire entre un prisme et une pyramide). Dans l’exemple de
la figure 3.57, RA atteint sa longueur maximale à tmin(R) + dA + d′B : le volume est un prisme
qui se transforme en pyramide à tmin(R) + dB , lorsque RB se contracte en un point.
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FIG. 3.57 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.55. d′B < dA < dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
Si dA < d′B , le volume animé est un tétraèdre à l’instant tmin(R) + dA, comme dans la
figure 3.55d. Puis RA se dilate en une face quadrangulaire sous l’influence de B, transformant le
tétraèdre en prisme. À tmin(R) + d′B , RB commence son rétrécissement, et une face triangulaire
apparaît sur le bord du volume : ce dernier redevient un prisme lorsque RA commence à rétrécir,
comme dans la figure 3.55i.
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Si dA > dB ,R décrit une pyramide à tmin(R)+dB , carRB se contracte en un point (Fig. 3.58).
RB est le sommet de la pyramide et RA est un bord de la base de la pyramide. Puis RB se dilate en
un segment sous l’influence de A (la pyramide devient un prisme), et se déplace parallèlement à
RA. La pyramide grossit et se déplace jusqu’à tmin(R)+dA, où RA atteint sa longueur maximale.
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FIG. 3.58 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.55.
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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3.5.2.3 Produit cartésien de deux faces générales
Les faces spatio-temporelles A et B représentent chacune un point se dilatant en un segment
qui grossit et atteint sa longueur maximale aux instants respectifs tmin(A)+ d′A et tmin(B)+ d′B ,
puis rétrécit et se recontracte en un point. Dans les figures 3.59 et 3.60, nous posons dA = dB et
d′A > d
′
B . L’animation représentée par R = A⊗B se décompose de la manière suivante :
1. À tmin(R),R décrit un point (Fig. 3.59b) égal au produit cartésien des points initiaux décrits
respectivement par A et B.
2. Ce point initial est soumis à deux trajectoires dûes à A et deux autres dûes à B, et se dilate
donc en un tétraèdre. Un segment RA (resp. le segment opposé RB) du bord du tétraè-
dre est soumis à A (resp. B). RA et RB grossissent et s’éloignent l’un de l’autre, faisant
grossir l’ensemble du tétraèdre. À tmin(R) + d′B , RB atteint sa longueur maximale. L’un
des sommets de RB est alors soumis à trois trajectoires principales (deux définies par A,
et la troisième définie par B : cf. Fig. 3.59d). Le sommet se dilate en une face triangulaire,
et le tétraèdre se transforme en prisme. Symétriquement, à tmin(R) + d′A, un sommet de
RA est soumis à trois trajectoires principales (une dûe à A, et les deux autres dûes à B :
cf. Fig. 3.59e) et se dilate à son tour en une face triangulaire (Fig. 3.59f). Le volume n’est
plus un prisme.
3. À tmin(R) + dA, RA et RB se contractent tous deux en points (Fig. 3.59g).
4. Puis RA et RB sont respectivement soumis à B et A : RA et RB se dilatent en un segment.
Au même instant, un sommet de la face triangulaire (dont RA était un sommet) apparue
à l’étape illustrée dans la figure 3.59f se dilate également en un segment : la face devient
pentagonale (Fig.3.59h).
Le volume continue à évoluer jusqu’à tmin(R) + dA + d′B , où RA atteint sa longueur max-
imale et une face triangulaire du volume se contracte en un sommet de RA : le volume
redevient un prisme (Fig. 3.59i).
À tmin(R) + dA+ d′A, c’est au tour de RB d’atteindre sa longueur maximale et d’une autre
face triangulaire du volume de se contracter en un sommet de RB : le prisme se transforme
en tétraèdre (Fig. 3.59j), dont RA et RB sont des segments opposés. Ces derniers rétrécis-
sent, entraînant le rétrécissement du tétraèdre (Fig. 3.59k).
5. RA etRB se contractent en un même point à tmax(R), et le tétraèdre fait de même (Fig.3.59l).
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FIG. 3.59 : Produit cartésien de deux faces générales A ∈ (XY T ) et B ∈ (XZT ). dA = dB .
a) A (resp. B) décrit un point se dilatant en un segment qui grossit jusqu’à tmin(R) + d′A
(resp. tmin(R) + d′B ) puis rétrécit et se contracte de nouveau en un point.
b-l) Étapes de l’animation.
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FIG. 3.60 : Projection dans (XY Z) de l’animation de la figure 3.59.
a) PA et PB sont deux faces triangulaires plongées respectivement dans (XY ) et (XZ).
PR est un volume plongé dans (XY Z). b-l) Étapes de l’animation.
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L’étape supplémentaire obtenue en différenciant les durées des opérandes est détaillée dans
la figure 3.61. Supposons dA < dB et dA = d′B (Les animations pour des valeurs spécifiques
de dA, d′A, dB et d′B sont interprétées de la même manière). À tmin(R) + dA, le segment RA se
contracte en un point, conformément à l’animation décrite par A : ce point constitue le sommet
de la pyramide déformée qu’est devenue le volume. Simultanément, RB , soumis à B, atteint sa
longueur maximale. Un sommet de RB est alors soumis à trois trajectoires : la première est dûe à
B (et RB va alors rétrécir), et les deux autres sont dûes à A. Le sommet de RB se dilate en une
face triangulaire. Au même instant, RA, sous l’influence de B, se dilate en un segment et grossit .
À tmin(R)+dB ,RB achève de se contracter en un point tandis qu’une face triangulaire du volume
se contracte en un des sommets de RA : le volume devient une pyramide.
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FIG. 3.61 : Étape supplémentaire de l’animation de la figure 3.59. d′B = dA < dB .
a) Plongement dans (XY ZT ). b) Projection dans (XY Z).
c-e) Animation dans (XY ZT ). f-h) Animation dans (XY Z).
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3.5.3 Extensions des animations de base
Tout comme dans le cas du produit cartésien d’un complexe cellulaire spatio-temporel par
un complexe cellulaire spatial, le produit cartésien de deux complexes spatio-temporels permet
d’étendre les animations de base. Il faut alors tenir compte de l’influence de chaque cellule spatio-
temporelle sur l’objet animé, ce qui rend délicat la construction d’animations complexes.
Néanmoins, on peut obtenir des animations intéressantes à partir de complexes cellulaires
simples à interpréter. Par exemple, la figure 3.62 décrit dans (XY Z) les étapes de l’animation
résultant du produit cartésien de deux complexes cellulaires A et B de dimension 2 (Fig. 3.62a).
PA décrit un segment initial parallèle à l’axe X , qui se déplace dans la direction de l’axe Z,
puis se divise en trois parties qui continuent à se déplacer dans la même direction. La longueur
du segment central ne varie pas, tandis que les autres segments rétrécissent en X et s’éloignent
du segment central. PB décrit un segment initial parallèle à l’axe Y qui reste immobile durant un
intervalle de temps, puis se divise en trois segments : le segment central reste immobile, tandis que
les deux autres segments se déplacent dans la direction de l’axe −Z, tout en rétrécissant en Y et
en s’éloignant du segment central. Dans cet exemple, les segments initiaux décrits par A et B se
divisent en trois segments au même instant.
1. La projection dans (XY Z) de A ⊗ B est un volume PR, qui décrit à tmin(R) une face
quadrangulaire (Fig. 3.62b).
2. Chaque point de cette face est soumis à deux trajectoires principales (l’une dûe à A, et
l’autre dûe à B) : la face se dilate en parallélépipède, dont une face (la face supérieure dans
la figure), soumise à A, se déplace le long de l’axe Z, et la face inférieure reste immobile
en fonction de B. Le parallélépipède grossit (Fig. 3.62c-d). Puis la face ifluencée par A
se divise en trois faces qui continuent à se déplacer : des “sillons” parallèles à l’axe Y
se forment sur la partie supérieure du volume. Simultanément, la face opposée se divise
également en trois faces qui évoluent sous l’influence de B, et des “sillons” parallèles à
l’axe X se forment sur la partie inférieure du volume animé (Fig. 3.62e-f).
3. À tmin(R) + tmax(A), les faces supérieures du volume animé sont soumises à B, et restent
immobiles (Fig. 3.62c-g). Simultanément, les faces inférieures du volume subissent l’influ-
ence de A et commencent à se déplacer le long de l’axe Z.
4. Lors de leur déplacement, les faces inférieures du volume arrivent au niveau des “sillons”
creusés dans la partie supérieure du volume, et des creux apparaissent dans le volume an-
imé (Fig. 3.62i-j). Puis chaque face de la partie inférieure du volume se divise en trois faces
sous l’influence de A (idem pour les faces de la partie supérieure du volume, soumises à
B) : le volume se fragmente en 9 sous-volumes qui rétrécissent (Fig. 3.62k-l).
5. À tmax(R), chaque sous-volume se contracte en une face égale au produit cartésien d’un
des segments finaux décrits par A par un des segments finaux décrits par B.
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FIG. 3.62 : Produit cartésien de deux complexes cellulaires spatio-temporel de dimension 2 PA ∈ (XZT )
et PB ∈ (Y ZT ). .
a) R est un complexe cellulaire spatio-temporel de dimension 4. b-m) Animation dans (XY ZT ).
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3.6 Conclusion
Le produit cartésien entre un opérande spatial et un opérande spatio-temporel est aisément
interprétable, car l’évolution de l’objet animé dépend en majeure partie de l’évolution décrite par
l’opérande spatio-temporel. De plus, nous avons vu dans la section 3.4 que le produit cartésien
pouvait être assimilé à une extrusion par un segment ou un segment animé : l’interprétation de
l’animation en est facilitée.
En revanche, le produit cartésien de deux opérandes spatio-temporels nécessite de recourir
aux trajectoires suivies par les bords de l’objet animé, pour interpréter l’animation. La méthode
que nous avons mise au point dans la section 3.5 consiste d’abord à décomposer l’animation
en plusieurs parties en fonction de la durée des opérandes. Puis nous considérons les parties de
l’objet animé qui sont exclusivement soumises à l’influence d’un opérande particulier au cours
d’un intervalle de temps : l’analyse de l’évolution de ces parties d’objet permet de prédire les
étapes générales de l’animation.
CHAPITRE 4
DESCRIPTION DU MODELEUR 4D ET
EXPÉRIMENTATION
4.1 Introduction
Pour construire et manipuler des animations sous la forme d’objets spatio-temporels, nous
avons mis au point un modeleur 4D interactif : STORM (pour Space-Time Object Representa-
tion Modeler). Ce chapitre passe en revue les différentes techniques proposées par STORM pour
créer et manipuler les objets spatio-temporels, ainsi que ses principales fonctionnalités. La fin
du chapitre est consacrée à l’élaboration d’animations complexes en recourant principalement au
produit cartésien.
L’affichage et la manipulation interactive des objets 4D utilise les ressources d’une biblio-
thèque graphique particulière, Open Inventor. Cette bibliothèque permet de représenter l’ensemble
des objets spatio-temporels sous la forme d’un arbre, dont les nœuds contiennent des informations
spécifiques, telles que le plongement ou la photométrie associés aux objets (cf. Section 4.2). Les
opérations de visualisation des cellules, qui exploitent également Open Inventor, sont décrites
dans la section 4.3. Les opérations de construction et de manipulation de ces cellules font respec-
tivement l’objet des sections 4.4 et 4.5. Par l’intermédiaire de ces outils, nous avons conçu deux
exemples élaborés d’animations, présentées dans la section 4.6.
4.2 Open Inventor
Lors de la recherche de la bibliothèque graphique qui serait employée pour concevoir le mod-
eleur, la bibliothèque Open Inventor, mise au point par la société SGI1, s’est rapidement imposée :
cette bibliothèque consiste en une collection d’entités et de méthodes utilisées pour définir des
applications graphiques 3D interactives. Reprenant les fonctionnalités de la bibliothèque Open
GL pour les opérations de rendu, Open Inventor se focalise sur la création d’objets 3D. Toutes
les informations sur ces objets (forme, taille, photométrie, plongement, ...) sont stockées sous la
forme d’entités spécifiques dans une base de données globale. Cette conception “haut-niveau”
1Le code source d’Open Inventor, écrit en langage C et C++, est libre de droits et porté sur de nombreux systèmes
d’exploitation.
99
100 CHAPITRE 4. DESCRIPTION DU MODELEUR 4D ET EXPÉRIMENTATION
nous a permis de définir et d’appliquer sur les cellules des traitements génériques ou spécifiques
à leur dimension. Sans prétendre à l’exhaustivité, nous donnons dans cette section un aperçu de
la définition et de la gestion des entités par Open Inventor, par le biais de son utilisation dans le
modeleur.
D’une manière générale, Open Inventor permet de décomposer une scène (c’est-à-dire l’ensem-
ble des entités regroupant les cellules, les informations d’éclairage, la gestion de l’interaction avec
l’utilisateur, etc.) sous la forme d’un arbre. Chaque nœud de cet arbre est d’un type bien défini :
ainsi, un nœud de type “séparateur” servira à partitionner la scène en plusieurs ensembles d’entités,
chacune d’entre elles étant sujette à un traitement particulier ; un nœud de type “translation” per-
mettra d’appliquer cette opération sur un ensemble d’entités, etc. Dans STORM, la scène globale
(laquelle est associée à un nœud “racine” dont tous les autres nœuds sont des fils) a été décom-
posée en fonction des différents espaces de visualisation dans lesquels les entités sont affichées
et manipulées : outre l’espace (XY ZT ) qui s’impose pour un modeleur spatio-temporel, et l’es-
pace (XY Z) indispensable à l’observation des animations dans l’espace tridimensionnel usuel,
la conception des animations est facilitée par leur projection dans les espaces (XY T ), (XZT )
et (Y ZT ). À chacun de ces espaces est associé un arbre, dont les racines sont les fils du noeud
associé à la scène : par exemple, la figure 4.1 représente l’arbre associé à (XY Z).
Translation
VolumesFacesArêtesSommetsHypervolumes
T Texte
FontePhotométrieSélection
F
Volumes
Racine
Cellules manipulées
FacesArêtesSommets
Cellules de coupe
IdentificateursSouris
FIG. 4.1 : Arbre associé à l’espace (XY Z).
La racine de l’arbre contient des nœuds pour : la gestion de la souris ; les identificateurs des cellules ;
les cellules de dimension 0 à 4 construites et manipulées par l’utilisateur ; les “cellules de coupes” de
dimension 0 à 3 qui résultent de la coupe temporelle des cellules précédentes.
La racine “Identificateurs” gère la position et le texte à afficher.
Les objets définis par Inventor sont représentés par un ensemble de points – correspondants aux
sommets géométriques de ces objets – d’un type particulier (sommet, segment ou face), auxquels
sont associés des informations de plongement, photométrie, etc. : nous utiliserons désormais le
terme “sommets associés à un objet” pour faire référence à cet ensemble de points ; par exemple, la
figure 4.2a détaille le contenu du nœud regroupant les informations relatives aux faces manipulées
par l’utilisateur. Ce nœud est représentatif des nœuds associés aux cellules.
À propos de la construction des arbres associés aux espaces de visualisation, remarquons que :
– les nœuds qui ne sont pas liés au plongement des cellules sont partagés par les arbres asso-
ciés aux espaces, ce qui évite de dupliquer les données : par exemple, la figure 4.2b réper-
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FIG. 4.2 : Contenu du nœud “Faces” de la figure 4.1.
a) “Visibilité” détermine si les faces sont affichées ou non ; “Sélection” gère la sélection interactive ;
“CW/CTW” précise dans quel ordre, trigonométrique ou non, les sommets associés à la face doivent être
traités ; “Indexation” et “Photométrie” concernent les attributs photométriques et permettent d’obtenir des
dégradés de couleurs ; “Plongement” contient les coordonnées spatiales des faces ; “Sommets associés”
utilise les informations des nœuds précédents pour définir les faces.
b) Tous les nœuds de “Face” sont communs pour les espaces (XY Z) et (XY T ), à l’exception du nœud
“Plongement”, spécifique à chaque espace.
torie les nœuds des groupes associés aux faces manipulées par l’utilisateur dans les arbres
associés aux espaces (XY Z) et (XY T ).
– la représentation des volumes et des hypervolumes dans Open Inventor est réalisée à l’aide
d’un ensemble de faces ;
– Open Inventor ne gère que le plongement en (XY Z) : pour visualiser les cellules dans
les espaces (XY T ), (XZT ) et (Y ZT ), la valeur de la coordonnée temporelle de chaque
sommet associé à ces cellules remplace la valeur d’une coordonnée spatiale.
Pour la visualisation dans (XY ZT ), on construit au préalable un repère (OXY ZT ) pour
lequel le plongement respectif des vecteurs origines −→i , −→j , −→k et −→l associés aux axes OX ,
OY et OZ et OT est égal à (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1) et
(−√3/3,−√3/3,−√3/3) ; on
dispose ainsi d’une matrice de projection d’un espace 4D vers l’espace 3D géré par Open
Inventor.
4.3 Visualisation
4.3.1 Espaces de projection
Le modeleur propose plusieurs fenêtres de visualisation, correspondant aux espaces (XY Z),
(XY T ), (XZT ), (Y ZT ) et (XY ZT ). Par exemple, la figure 4.3 montre un volume spatio-
temporel affiché dans les différentes fenêtres de visualisation. Ce volume décrit la rotation d’un
ensemble de faces spatiales symbolisant un pétale de fleur. La figure 4.4 illustre les étapes de cette
animation.
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θ
θ
Pétale
θ
θ
θ
FIG. 4.3 : Visualisation d’un volume dans les différents espaces.
Le volume est une animation représentant un pétale de fleur (dont le contour est affiché
en pointillés dans la vue (XY Z)) en rotation d’un angle θ durant un intervalle de temps.
FIG. 4.4 : Rotation du pétale de fleur.
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4.3.2 Affichage et plongement des cellules
Pour améliorer l’interactivité lors de la construction d’animation, il est souvent utile de n’af-
ficher qu’un nombre restreint de cellules ; dans les arbres d’Open Inventor représentant la scène, il
suffit de valider ou non le nœud “Visibilité” (cf. Fig. 4.2) associé aux cellules pour masquer ou non
les cellules en fonction de leur dimension. La figure 4.5 donne un exemple de cette fonctionnalité.
b) c)a)
FIG. 4.5 : Exemple d’affichage sélectif de cellules.
a) Sommets. b) Segments. c) Faces.
Dans STORM, le plongement des cellules est linéaire, et dépend donc du plongement associé
aux sommets. Nous déclinons le plongement sous deux formes :
– un mode continu : le plongement est égal au plongement associé aux cellules du bord (Fig. 4.6a) ;
– un mode éclaté : le plongement est le barycentre pondéré des plongements associés aux
cellules du bord (Fig. 4.6b) : la distinction entre les cellules de différentes dimensions en est
facilitée.
a) b)
FIG. 4.6 : Les deux types de plongement.
a) Continu. b) Éclaté.
4.3.3 Depth cueing temporel
Cette fonctionnalité reprend le principe du depth cueing usuel, qui consiste à mélanger les
couleurs d’un objet avec une autre couleur, en fonction de la distance de l’objet par rapport à
l’observateur. Cette technique est typiquement employée pour simuler les effets du brouillard,
de la fumée, etc. Le modeleur calcule une interpolation linéaire entre la couleur des cellules et
la couleur d’arrière-plan en fonction du temps : le coefficient de mélange est maximal pour les
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cellules de coordonnées temporelles minimales, et minimal pour les cellules de coordonnées tem-
porelles maximales. En d’autres termes, plus une cellule est “ancienne” dans l’animation, plus elle
se confond avec l’arrière-plan (Fig. 4.7).
θ(t) l’animation
l’animation
Début de
Fin de
a) b)
FIG. 4.7 : Depth cueing temporel.
a) Le volume visualisé est le même que dans la figure 4.3. b) Application du “depth cueing temporel” : les
couleurs des faces suivent un dégradé entre la couleur blanche d’arrière-plan et leurs couleurs originales.
4.4 Opérations de construction
4.4.1 Création interactive
Pour garantir le respect du modèle topologique utilisé, le modeleur ne permet la construction
de cellules de dimension n (n > 0) que si les cellules qui forment son bord existent au préalable.
Par conséquent, la construction interactive d’une cellule débute toujours par la construction de
sommets : plus précisément, on définit pour chaque sommet les valeurs de son plongement spatio-
temporel et de ses attributs photométriques (Fig. 4.8).
FIG. 4.8 : Création interactive de sommets.
Un sommet est défini par ses coordonnées et des attributs photométriques particuliers
(couleur ambiante, diffuse, spéculaire, coefficient d’émissivité, brillance et transparence).
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La création interactive de cellules de dimension n + 1 (n ≥ 0) comprend un certain nombre
d’étapes :
1. l’utilisateur sélectionne toutes les cellules de dimension n qui appartiendront au bord de la
cellule à créer (la sélection de ces cellules entraîne la sélection implicite des cellules de leur
bord, si n > 0).
2. Le modeleur vérifie les contraintes suivantes sur les cellules sélectionnées :
– une cellule de dimension n ne doit être sélectionnée qu’une seule fois ;
– le nombre de cellules sélectionnées doit être supérieur ou égal à n + 1, sauf lors de la
création d’arêtes, où exactement deux sommets doivent être sélectionnés ;
– si n > 0, toutes les cellules de dimension n−1 du bord des cellules sélectionnées doivent
être incidentes à exactement deux cellules parmi ces cellules sélectionnées.
3. Si toutes les contraintes sont vérifiées, le modeleur construit la cellule souhaitée, et définit
le plongement et les attributs photométriques de cette dernière en fonction des cellules de
son bord (Fig. 4.9). Nous appelons cette opération bouchage de n-cellules (l’annexe A.1 est
consacrée à l’algorithme décrivant cette opération).
b)
e)
c)
d)
a)
FIG. 4.9 : Exemple de création interactive d’arêtes et de faces.
On veut modéliser un objet représentant une feuille d’arbre. Les sommets sont créés un à un (cf. Fig. 4.8).
a) Sélection des sommets qui formeront les bords des arêtes ; dans la figure, les cellules sélectionnées sont
reliées par des pointillés. b) Bouchage des sommets : les arêtes ayant ces sommets comme bord sont créés
par le modeleur. c) Sélection des arêtes qui appartiendront au bord des faces à créer.
d) Bouchage des arêtes. e) La procédure est répétée pour construire la totalité de la feuille.
Cette technique est implantée dans le modeleur pour construire des arêtes, des faces et des
volumes. En revanche, à l’exception de cas très simples tels l’hypertétraèdre ou l’hypercube, il
est difficile, pour créer un hypervolume particulier, d’imaginer quels sont les volumes contenus
dans le bord de ce dernier. La construction d’hypervolumes fait donc appel aux opérations de
construction automatique décrites dans la section 4.4.2. Ces opérations sont également applicables
à des cellules de dimension inférieure à 4.
4.4.2 Autres opérations de construction
La très grande majorité des cellules construites interactivement sont de dimensions 0, 1 ou 2, et
servent d’opérandes pour les opérations telles que le produit cartésien. Pour faciliter la construction
106 CHAPITRE 4. DESCRIPTION DU MODELEUR 4D ET EXPÉRIMENTATION
de ces cellules (dont la forme peut être complexe), nous avons ajouté les fonctionnalités suivantes
au modeleur :
– Maillage de cellules de dimension 0 à 2. L’utilisateur définit le plongement et la pho-
tométrie d’un sommet “origine” O et de deux sommets “extrémités” E1 et E2, et le nom-
bre de sommets intermédiaires, N1 et N2, situés sur les segments respectifs OE1 et OE2.
En s’appuyant sur ces segments, le maillage prend la forme d’un parallélogramme con-
tenant (N1 + 2) ∗ (N2 + 2) sommets ; les plongements et la photométrie de ces sommets
sont une interpolation linéaire des valeurs correspondantes de O, E1 et E2 (Fig. 4.10a).
Une option permet de créer des segments et des faces triangulaires à l’intérieur de ce mail-
lage (Fig. 4.10b-c). Pour créer une ligne polygonale contenant N1 + 2 sommets, il suffit de
définir O et E1 et de préciser la valeur de N1.
O
E1
Sommets
E2
c)b)a)
intermédiaires
intermédiaires
Sommets
FIG. 4.10 : Création d’un maillage de cellules de dimension 0 à 2
Seules les cellules d’une dimension particulière sont affichées dans chaque figure.
a) Les sommets du maillage sont créés à partir des sommets O, E1 et E2, et du nombre de sommets
intermédiaires sur la longueur et la largeur du maillage : respectivement 13 et 9 sommets
intermédiaires dans cette figure. b) Bouchage des sommets. c) Bouchage des segments.
– Plongement spline des sommets d’une ligne polygonale. On sélectionne certains som-
mets d’une ligne polygonale plongée linéairement, pour les transformer en points de con-
trôle d’une courbe spline (Fig. 4.11). La modification du plongement des points de contrôle
entraîne celle du plongement des autres sommets et des segments reliant ces sommets. Nous
utilisons le modèle X-Spline défini par [BS95], qui associe à chaque point de contrôle un
coefficient de courbure compris entre 0 et 1 ; ce coefficient permet d’exercer un contrôle
précis sur la forme de la ligne polygonale.
– Construction de faces régulières. L’utilisateur choisit le nombre de sommets, le centre et
le rayon de la face. Le modeleur construit et répartit les sommets à équidistance les uns des
autres sur le cercle défini par le centre et le rayon. Puis les segments reliant les sommets sont
créés, ainsi que la face dont ces segments forment le bord : la figure 4.12 propose quelques
exemples de faces régulières.
– Copie de cellules. STORM copie la cellule sélectionnée par l’utilisateur, et réalise récur-
sivement la copie des cellules du bord de la cellule sélectionnée. L’algorithme de copie est
décrit dans la section A.2.
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Points de contrôle
d)c)b)a)
FIG. 4.11 : Modification du plongement d’une ligne polygonale à l’aide des X-Splines.
a) La ligne polygonale initiale est plongée linéairement. Des sommets sont sélectionnés pour devenir des
points de contrôle (entourés par des cercles sur la figure). b) Le plongement de trois points de contrôle est
modifié. c) Le coefficient de courbure vaut 1 pour tous les points de contrôle : la courbe s’arrondit au
maximum. d) Le coefficient de tous les points de contrôle vaut 0 : la courbe se tend au maximum.
FIG. 4.12 : Faces régulières construites automatiquement.
Les faces ont respectivement 3, 10 et 50 sommets.
4.4.2.1 Produit cartésien
Lorsque les opérandes ont été définis, la principale opération de construction des animations
est le produit cartésien, présenté dans le chapitre 3. Les notions formelles portant sur cette opéra-
tion appliquée à diverses structures cellulaires font l’objet du chapitre 5. Nous présentons ici les
deux variantes de produit cartésien implantées dans STORM :
– le produit cartésien de deux composantes connexes. Le résultat est une composante connexe,
dont chaque cellule résulte elle-même du produit cartésien de deux cellules particulières
provenant chacune d’un opérande. La figure 4.13 montre quelques étapes de l’animation
résultant du produit cartésien d’une face spatio-temporelle A par une composante connexe
spatiale B. Les objets PA, ..., PE de la figure 4.13a sont les projections respectives dans
(XY Z) des objets A, ..., E de la figure 4.13d (B est construit par produit cartésien des
lignes polygonales C et D). L’interprétation de cette animation se déduit de l’étude de cas
du chapitre 3 : A décrit un point qui se dilate en segment, lequel s’allonge au cours du
temps. La composante connexe E = A⊗ B décrit une composante connexe identique à B
qui se dilate en volume. Ce volume grossit suivant l’évolution définie par A.
– le produit cartésien d’une composante connexe A par une sélection de cellules d’une com-
posante connexe B. On distingue parmi les sommets de A le sommet Smin dont les valeurs
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PB
A
PA
PD
PC
B
C
e) f) g) h)
d)c)
D
PE
E
a) b)
FIG. 4.13 : Produit cartésien d’une face A ∈ (XZT ) par une composante connexe B ∈ (XY Z).
a)-d) Produits cartésiens et animation dans (XY Z). e-h) Produits cartésiens et animation dans (XY ZT ).
Les flèches symbolisent les trajectoires suivies par des points particuliers de A et E.
du plongement spatio-temporel sont minimales.
1. L’utilisateur sélectionne des paires d’opérandes, constituées de A d’une part, et d’une
cellule de B d’autre part. Entre deux sélections, on peut modifier le plongement de A.
2. Le produit cartésien est appliqué pour chaque paire d’opérandes. En particulier, le
produit cartésien de Smin par chaque cellule sélectionnée dans B est une copie de
cette cellule, translatée par les valeurs du plongement de Smin.
3. Le modeleur copie toutes les cellules de B (y compris les cellules sélectionnées pour
le produit cartésien par A) ; le plongement des copies est égal au plongement des
cellules originales, translaté par le plongement de Smin. Par conséquent, pour chaque
animation construite par chacun des produits cartésiens de la deuxième étape, il existe
une cellule (résultant du produit cartésien par Smin) qui a le même plongement que la
copie d’une des cellules sélectionnées. En réalisant l’identification de ces deux cellules
(la section 4.5 décrit l’opération d’identification), on “colle” les animations obtenues
dans la deuxième étape avec les copies des cellules de B.
La figure 4.14 montre un exemple d’animation réalisée avec cette méthode. Les figures 4.14a-d)
sont les projections dans (XY Z) des figures 4.14e-h). Dans cet exemple, les opérandes A et B
sont les mêmes que dans la figure 4.13. Onze faces de B sont sélectionnées (Fig. 4.14e) : les
neuf faces centrales, et les faces notées b1 et b2. Le plongement de A est modifié en fonction
des faces auxquelles A est associé. Les flèches des figures 4.14a et e indiquent à quels opérandes
correspondent les objets résultant des produits cartésiens. En particulier, b1 et b2 sont sélectionnées
deux fois avec un plongement différent pour A : les hypervolumes correspondants forment les
“arches” qui entourent l’hypervolume central de la figure 4.13 e. L’hypervolume D est formé
de la copie de B et des hypervolumes résultant du produit cartésien de A par les cellules de B
sélectionnées. Le segment temporelC est utilisé pour associer une durée àD par produit cartésien.
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L’animation représentée par C ⊗D décrit une composante connexe identique à B, sur lequel un
“pilier” central et des “arches” s’érigent.
h)g)f)e)
a) b) c) d)
PC
C
A
C
D
PB
PA
PC
PD
Copie de PB
Pb2
D
b1 b2
Pb1
B
A
PA
PD
FIG. 4.14 : Produit cartésien de A par une sélection de faces de B.
a-d) Produits cartésiens et animation dans (XY Z). e-h) Produits cartésiens et animation dans (XY ZT ).
4.4.2.2 Cône
L’opération de cône consiste à construire une cellule de dimension n+1 à partir d’une cellule
de dimension n notée cn (n ≥ 0) et d’un sommet S, telle que les sommets de la cellule construite
regroupent les sommets de cn et S. Par exemple, le cône d’un sommet est une arête dont les bords
sont le sommet original et S ; le cône d’une arête est une face triangulaire ; le cône d’une face est
un volume dont les faces du bord regroupent la face originale et des faces qui résultent du cône
des bords de la face originale, etc. (Fig. 4.15).
S1S3S1
F
S2 S3S2
S4 S4
b)a)
A
F
A
FIG. 4.15 : Opérations de cône.
a) L’opération va être appliquée sur le sommet S4, l’arête A et la face F . Les sommets utilisés
pour chaque opération sont respectivement S1, S2 et S3. b) Les cellules résultantes.
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Dans le cadre de l’animation, cette opération permet de représenter la contraction d’une cellule
en point ou, réciproquement, la dilatation d’un point en cellule (la figure 4.16 décrit la dilatation
d’un sommet en “feuille d’arbre”). L’algorithme de cône est décrit dans l’annexe A.3.
e) f) g)
c) d)
h)
Sommet du cône
b)a)
FIG. 4.16 : Opération de cône pour l’animation.
On utilise la “feuille d’arbre” de la figure 4.9 ; toutes les cellules de cette feuille ont même
plongement temporel. a-d) Animation dans (XY Z). e-h) Animation dans (XY ZT ).
Le sommet se dilate en feuille, qui grossit au cours du temps.
4.5 Opérations de manipulation
4.5.1 Coupe des objets spatio-temporels
Après avoir construit une cellule spatio-temporelle, l’opération de coupe temporelle permet
de visualiser les étapes de l’animation décrite par cette cellule. Plus formellement, la coupe tem-
porelle à l’instant t consiste à calculer l’intersection d’un objet spatio-temporel avec un hyperplan
de coupe perpendiculaire à l’axe temporel, d’équation T = t. L’utilisateur détermine l’intervalle
de temps entre deux coupes temporelles successives. Nous considérons deux cas de coupe d’une
cellule :
1. soit la coupe est totale, i.e. le plongement temporel de la cellule et de ses bords est égal à
t : le résultat est une copie de la cellule originale (Fig. 4.17a-b) ;
2. soit la coupe est partielle ; le modeleur construit la (les) cellule(s) de dimension inférieure
résultant de la coupe (Fig. 4.17c-d).
Ces deux cas peuvent se produire simultanément sur des cellules différentes, par exemple, lorsque
l’hyperplan coupe partiellement une face, et coupe totalement une arête ou un sommet de cette
face (Fig. 4.17e-f).
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F
A3
a)
A2
A1
S A2
Plan de coupe
A1
b) d) f)
c) e)
FIG. 4.17 : Différents cas de coupe temporelle.
a) La face F est totalement coupée par le plan de coupe. b) Le résultat est une face identique à F .
c) Les arêtes A1 et A2 sont partiellement coupées. d) Le résultat est un segment.
e) Les arêtes A1 et A2 sont partiellement coupées ; le sommet S et l’arête A3 sont totalement coupés.
f) Le résultat est composé d’une arête joignant les points d’intersection de A1 et A2, et d’une arête
(resp. un sommet) identique à A3 (resp. S).
Les algorithmes de construction des cellules résultant de la coupe temporelle sont décrits en
section A.4.
4.5.2 Transformations géométriques 4D
Nous avons adapté des transformations géométriques 3D usuelles (translation, homothétie et
rotation) à la 4D. Ces transformations sont définies par des matrices homogènes 5x5, qui sont des
extensions des matrices homogènes 3D. Les transformations sont appliquées sur le plongement
des sommets. Soit P = (Px, Py, Pz, Pt, 1)T un plongement, noté sous sa forme homogène ; les
matrices 4D sont :
– pour la translation 4D,
MatT (dx, dy, dz, dt) =

1 0 0 0 dx
0 1 0 0 dy
0 0 1 0 dz
0 0 0 1 dt
0 0 0 0 1

MatT (dx, dy, dz, dt) .P = (Px + dx, Py + dy, Pz + dz, Pt + dt, 1). L’effet de la translation
temporelle d’une cellule est simplement de décaler dans le temps l’animation représentée
par cette cellule.
– pour l’homothétie 4D,
MatH (hx, hy, hz,ht) =

hx 0 0 0 0
0 hy 0 0 0
0 0 hz 0 0
0 0 0 ht 0
0 0 0 0 1

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MatH (hx, hy, hz,ht) .P = (Px.hx, Py.hy, Pz.hz, Pt.ht, 1). L’homothétie temporelle per-
met d’allonger (si ht > 1) ou de rétrécir (si ht < 1) la durée d’une animation.
– la rotation 4D est moins intuitive que les transformations précédentes. En 3D, la rotation est
habituellement définie par rapport à un axe de dimension 1 : les points soumis à la rotation
tournent autour de cet axe. Par analogie, la rotation 4D est définie par rapport à un axe de
dimension 2, mais cette notion est difficile à concevoir.
Considérons la rotation dans un espace 2D : l’axe de rotation autour duquel on “tourne” est
perpendiculaire à l’espace 2D, mais n’est pas contenu à l’intérieur de cet espace. Dans un
espace 3D, tous les points soumis à la rotation définie par l’axe se déplacent dans des plans
perpendiculaires à cet axe. Par extension, dans un espace 4D, les points en rotation se dé-
placent également dans des plans perpendiculaires à l’axe de rotation. Les matrices de base
de la rotation 4D s’en déduisent directement, puisque seules deux coordonnées de chaque
point sont modifiées pour une rotation donnée : on obtient six matrices correspondant cha-
cune à une rotation dans les plans (XY ), (XZ), (XT ), (Y Z), (Y T ) et (ZT ). Par exemple,
la rotation d’un angle θ dans le plan XY est définie par la matrice
MatXY (θ) =

cos (θ) − sin (θ) 0 0 0
sin (θ) cos (θ) 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Le modeleur permet de définir un plan de rotation quelconque, en choisissant les coordon-
nées spatio-temporelles de trois points qui définissent ce plan2.
Bien entendu, les effets d’une rotation 4D quelconques sont difficiles à appréhender : par
exemple, la figure 4.18 montre un hypervolumeH représentant un parallélépipède immobile
soumis à une série de rotations dans (XY ZT ) ; la figure 4.19 montre la projection PH de
H dans (XY Z) soumis aux mêmes rotations.
La conception d’animations à l’aide de rotations 4D est délicate : l’animation représentée
par l’hypervolume de la figure 4.18 n’est pas immédiate, comme l’illustre la figure 4.20 :
après rotation, H décrit l’évolution d’un parallélépipède animé. La méthode permettant
de prévoir formellement l’animation résultant d’une rotation dans un plan spatio-temporel
quelconque reste à élaborer ; dans la pratique, nous utilisons principalement la rotation 4D
dans des plans spatiaux, retrouvant ainsi la rotation 3D classique.
2Concrètement, une séquence de translations et de rotations “plaquent” ce plan sur le plan (XY ). Une rotation
d’angle θ est réalisée dans (XY ), puis la séquence de transformations inverses est appliquée.
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Plan de rotation
a)
H
h)
Sens de rotation
S3 S2
S1
g)
c)
f)e)
b) d)
FIG. 4.18 : Rotation 4D d’un hypervolume H dans (XY ZT ).
a) H décrit un parallélépipède immobile durant un intervalle de temps. Les points S1, S2 et S3, de
coordonnées respectives (1.5, 0, 0.5, 0.3), (1.5, 0.0.5, 1.3) et (1,−0.5, 0.5, 1.3), définissent un plan de
rotation. b-h) H est soumis à une série de rotations de 45 degrés dans un plan perpendiculaire au plan de
rotation.
PS1
h)g)
PH
PS2PS3
f)
a)
e)
b) c) d)
FIG. 4.19 : Projection dans (XY Z) de l’hypervolume de la figure 4.18.
a) La projection du plan de rotation est un segment PS1 et PS2 ont même projection). Les deux
parallélépipèdes correspondant respectivement à l’instant initial et à l’instant final de l’animation décrite
par H sont confondus. b-h) Durant les rotations, ces parallélépipèdes ont des plongements distincts.
4.5.3 Identification
L’identification de deux cellules ([Elt94], [EL94]) se traduit géométriquement par l’assem-
blage de ces cellules. Nous utilisons cette opération lors de la conception d’animations décompos-
ables en plusieurs séquences. Chaque séquence est définie indépendamment des autres. L’iden-
tification de cellules appartenant à deux séquences distinctes permet d’enchaîner les séquences ;
pour faciliter l’interprétation de l’animation globale, on ne réalise l’identification de cellules que
lorsque ces cellules ont même plongement. La section A.5 décrit l’algorithme d’identification que
nous avons implanté.
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c)
g) h)
d)b)a)
e) f)
FIG. 4.20 : Animation décrite par H après une rotation de 45 degrés dans (XY Z).
a-h) H décrit une face rectangulaire qui se dilate en parallélépipède ; ce dernier grossit, se déplace, rétrécit
et finit par se contracter en face.
4.6 Construction d’animations complexes
Cette partie est consacrée à la construction d’animations élaborées à l’aide de STORM. Notre
objectif est d’utiliser le produit cartésien comme opération principale de construction. Dans la pre-
mière animation, qui simule la pousse et l’éclosion d’une fleur, nous nous sommes volontairement
restreints à n’utiliser qu’un seul opérande spatio-temporel pour chaque produit cartésien réalisé ;
pour pallier les limitations induites par cette contrainte, nous utilisons également l’opération de
cône. En revanche, dans la seconde animation, nous levons cette contrainte, ce qui nous permet
de modéliser alors l’érection et l’éruption d’un volcan en employant exclusivement le produit
cartésien.
4.6.1 Éclosion d’une fleur
L’animation se compose des séquences indépendantes suivantes :
– un nuage se déplace et fait tomber des gouttes d’eau sur un pot de fleur ;
– la tige d’une fleur surgit du pot et grandit, puis des feuilles et le calice poussent sur la tige ;
– des pétales poussent sur le calice, et la fleur s’ouvre.
4.6.1.1 Nuage et gouttes d’eau
Le nuage en mouvement illustre l’une des plus simples utilisations du produit cartésien : on
construit à l’aide de courbes splines une face spatiale qui représentera le nuage au cours de l’an-
imation. Puis on définit un segment spatio-temporel rectiligne. Le produit cartésien de la face
spatiale par ce segment décrit le déplacement du nuage, qui va traverser la scène en ligne droite au
cours de l’animation.
Pour créer une goutte d’eau, on réalise le produit cartésien d’une ligne polygonale rectiligne
par une face octogonale : on obtient un volume cylindrique, sur la longueur duquel on applique
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différentes homothéties spatiales. Le résultat est la goutte initiale de la figure 4.21a. Le produit
cartésien d’une goutte par un segment spatio-temporel rectiligne modélise sa chute vers le sol.
Lorsqu’une goutte touche le sol, elle s’aplatit ; cette déformation est réalisée en deux temps :
1. on réalise le produit cartésien de la goutte initiale par un segment temporel : l’hypervolume
résultant représente la goutte initiale immobile durant un intervalle de temps ;
2. à l’intérieur de l’hypervolume, on sélectionne les points de la goutte correspondant à l’in-
stant final de l’animation, et on applique sur ces points une homothétie qui “aplatit” la goutte
finale : l’hypervolume décrit désormais la métamorphose entre la goutte initiale et la goutte
finale (cf. Fig. 4.21b-e).
b)a) c) d) e)
Goutte initiale
Goutte finale
FIG. 4.21 : Déformation d’une goutte d’eau.
a) L’hypervolume décrivant l’animation. On applique une homothétie 4D à la goutte initiale pour obtenir
la goutte finale. b-e) Animation : la goutte s’aplatit au cours du temps.
Pour modéliser la gerbe d’eau, nous construisons un ensemble de faces spatio-temporelles
qui représentent chacune le déplacement d’un segment. En situant ces faces spatio-temporelles
à l’emplacement de la goutte aplatie, et en synchronisant les animations, on fait apparaître les
segments au moment où la goutte “s’écrase” sur le sol : les segments semblent jaillir de la goutte
d’eau (Fig. 4.22).
c) d) e)a)
Faces spatio-temporelles
b)
FIG. 4.22 : Éclatement de la goutte en gerbe d’eau.
a) La gerbe est formée de faces spatio-temporelles, décrivant chacune l’évolution
d’un segment jaillissant de la goutte et retombant vers le sol. b-e) Étapes de l’animation.
4.6.1.2 Pousse de la tige et des feuilles
Nous souhaitons modéliser la tige de la fleur par un cylindre en mouvement. Ce cylindre ré-
sulte du produit cartésien d’une face spatiale circulaire représentant la base du cylindre par un
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ensemble de faces spatio-temporelles qui décrivent l’évolution du segment correspondant à l’axe
du cylindre.
La première étape consiste à définir ces faces : nous partons d’un maillage spatio-temporel (décrit
dans la section 4.4.2), qui représente une ligne polygonale immobile au cours du temps (Fig. 4.23a) ;
les lignes polygonales verticales du maillage symbolisent l’axe de la tige à différents instants. Puis
nous changeons le plongement (taille, courbure) de chaque ligne polygonale verticale du mail-
lage (Fig. 4.23b). Ensuite, on réalise le produit cartésien du maillage déformé par la face circu-
laire : on obtient alors des cylindres (Fig. 4.23c) sur lesquels sont appliquées des homothéties pour
faire varier le diamètre de la tige au cours du temps, et effiler ainsi cette dernière (Fig. 4.23d).
b)
c) d)
T T
Axe temporel
T T
a)
FIG. 4.23 : Création et évolution de la tige de la fleur.
a) Un maillage spatio-temporel de dimension 2 est construit (les faces ne sont pas affichées).
b) Modification du plongement spatial des lignes polygonales du maillage.
c) Résultat du produit cartésien du maillage par une face spatiale circulaire
(seuls les sommets sont affichés). d) Évolution de la tige de la fleur (de gauche à droite).
Nous simulons la pousse des feuilles via l’opération de cône appliquée sur les feuilles représen-
tées dans la figure 4.16. De la même façon, nous modélisons l’apparition du calice de la fleur (qui
joindra la tige et les pétales) en appliquant l’opération de cône entre un sommet spatio-temporel
et un volume spatial représentant le calice à la fin de l’animation : l’hypervolume résultant de
l’opération décrit le sommet initial qui se dilate en volume, puis grossit jusqu’à être identique au
volume opérande.
4.6.1.3 Pousse des pétales et ouverture de la fleur
Un pétale de fleur est constitué d’un ensemble de faces spatiales (Fig. 4.24a) construites in-
teractivement. La croissance du pétale est définie à l’instar de celle des feuilles de la fleur, i.e. par
opération de cône avec un sommet spatio-temporel. L’ouverture de la fleur est symbolisée par des
pétales qui s’écartent les uns des autres au cours du temps. Plus précisément, on réalise l’extrusion
du pétale par une ligne polygonale spatio-temporelle, pour construire un volume spatio-temporel
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décrivant l’évolution du pétale en fonction de la ligne polygonale. Puis on applique des homoth-
éties spatiales sur le volume, pour que ce dernier représente la rotation du pétale sur l’extrémité
de son onglet vers l’extérieur de la fleur (Fig. 4.24b). Le volume est ensuite copié pour décrire
l’évolution de l’ensemble des pétales de la fleur (Fig. 4.24c-e).
e) f)
Direction
d)
Onglet
Limbe
spatio-temporel
Ligne polygonale
a) c)b)
FIG. 4.24 : Rotation de pétales de fleur.
a) Les opérandes du produit cartésien. b) Volume résultant du pétale par la ligne polygonale segment, suivi
d’une homothétie spatiale. c) Volumes représentant les pétales en rotation. d-f) Animation. L’onglet des
pétales reste immobile tandis que les limbes s’écartent les uns des autres : la fleur s’ouvre.
La planche couleur de la page 4.25 retrace les étapes de l’animation dans son ensemble.
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FIG. 4.25 : Pousse et éclosion d’une fleur.
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4.6.2 Éruption d’un volcan
L’animation que nous souhaitons construire consiste à faire surgir un volcan du sol, dont le
sommet s’élève tandis que la base s’élargit. Puis un cratère se forme au sommet du volcan, de la
lave émerge de la cheminée et coule le long des flancs.
4.6.2.1 Érection du volcan
Rappelons que pour interpréter le produit cartésien de deux opérandes spatio-temporels, on se
base sur l’évolution de deux parties de l’objet animé, situées sur son bord (ces parties sont notées
RA et RB dans l’étude de cas de produits cartésiens du chapitre 3). Les opérandes influencent RA
et RB en fonction de leur durée respective.
Dans le cas qui nous intéresse ici, on distingue le sommet et la base du volcan, qui constituent
les deux parties opposées du volcan animé : nous allons créer les opérandes qui vont guider l’évo-
lution de chacune de ces parties, et le produit cartésien de ces opérandes déterminera complètement
l’évolution du volcan.
Nous voulons faire “surgir” le volcan de terre ; le volcan apparaît comme une face à l’instant
initial de l’animation, qui se dilate aussitôt en volume, lequel qui grossit au fil du temps jusqu’à
atteindre ses dimensions maximales. Plus précisément, le sommet du volcan va s’élever en suivant
l’axe Z, tandis que la base du volcan (surfacique) va s’élargir.
Décrivons les opérandes utilisés :
– pour représenter le déplacement du sommet du volcan le long de l’axeZ, le premier opérande
est une face triangulaire spatio-temporelle A décrivant la dilatation d’un point en segment,
puis l’allongement de ce segment au cours du temps (une extrémité du segment est immo-
bile, tandis que l’autre extrémité se déplace le long de l’axe Z).
– le second opérande est un complexe cellulaire spatio-temporelB composé de face disposées
en “anneaux” (Fig. 4.26). Chaque anneau est délimité par deux lignes polygonales (tous les
points d’une même ligne ont même coordonnée temporelle, et la coordonnée temporelle de
la ligne polygonale la plus proche du centre de B est inférieure à celle de l’autre ligne).
Les faces sont de deux types : la face centrale de B est spatiale (cette face est définie à
l’instant initial de l’animation décrite par B) ; les autres faces sont toutes quadrangulaires et
spatio-temporelles, et deux sommets de chaque face appartiennent à une ligne polygonale
délimitant un anneau, tandis que les deux autres sommets appartiennent à la ligne polyg-
onales suivante : chaque face décrit le déplacement d’un segment. B représente donc une
face spatiale à l’instant initial (i.e. la faces centrale), puis une ligne polygonale fermée ; le
rayon de cette ligne s’agrandit au cours de l’animation, car les faces spatio-temporelles in-
tersectées par la coupe temporelle appartiennent à des anneaux de plus en plus éloignés du
centre de B.
Lors de la construction de B, toutes les faces qui le composent sont plongées dans (XY T ).
Puis on sélectionne certains points de ces faces et on leur donne une composante en Z
non nulle. La ligne polygonale animée représentée par B forme donc des “pics” à certains
instants, ce qui permettra de modéliser l’apparition d’excroissances sur le volcan lors de
l’animation finale. De plus, pour simuler la formation du cratère au sommet du volcan, on
modifie les coordonnées temporelles de certains points de B, pour que la ligne polygonale
animée forme un “creux” juste après l’instant initial de l’animation. Ce creux se résorbe
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ensuite.
a)
e)d) f)
c)
Excroissance
Creux
Face initiale
b)
Z
X
Y
FIG. 4.26 : Étapes de l’animation décrite par les faces spatio-temporelles dans (XY Z).
a) Les faces sont disposées en cercles. b) À l’instant initial, l’objet animé est une face. c) Puis l’objet
animé devient une ligne polygonale, et forme un creux. d) La ligne s’élargit. e) Elle épouse la forme d’une
excroissance. f) Elle atteint sa longueur maximale à l’instant final.
Le produit cartésien des opérandes est un complexe cellulaire C de dimension 4 représentant
l’animation suivante :
– À l’instant initial, l’objet animé est une face résultant du produit cartésien du point initial
décrit par A par la face spatiale décrite par B.
– Puis chaque opérande décrit un objet qui suit une trajectoire. Tous les points de la face
initiale sont donc soumis à deux trajectoires, et se dilatent en segments : la face se dilate
donc en volume. Un bord de ce volume (identique à la face initiale) est inluencé par A :
le bord se dilate en volume, dont une extrémité (qui forme le sommet du volcan) s’élève,
tandis que l’autre extrémité reste immobile. Le bord opposé du volume animé décrit par C
suit l’évolution définie par B, et se transforme en ligne polygonale qui forme un creux, puis
s’agrandit tandis que le creux se résorbe : le volcan grossit.
– Nous avons fixé la durée de A inférieure à celle de B : à la fin de la durée de A, le sommet
du volcan (toujours identique à la face initiale de l’animation) subit l’influence de B, et
se transforme en ligne polygonale, creusant ainsi un trou qui traverse l’intérieur du volcan
et forme la cheminée de ce dernier. La crête du volcan suit l’animation décrite par B, et
forme un creux. Nous arrêtons l’animation à cet instant précis, car nous avons “creusé” une
cheminée à l’intérieur du volcan par où passera la lave, et la crête du volcan forme un cratère
(dû au creux formé par la ligne polygonale animée décrite par B) : la lave s’écoulera par ce
cratère.
Nous pouvons maintenant construire la séquence suivante de l’animation : l’éruption du vol-
can.
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4.6.2.2 Éruption du volcan
La montée de la lave dans la cheminée du volcan résulte du produit cartésien des opérandes
suivants :
– une face spatiale épousant le contour de la cheminée ;
– une face spatio-temporelle décrivant un segment dont une extrémité reste immobile tandis
que l’extrémité opposée s’élève.
L’animation résultant du produit cartésien décrit une face identique à la face spatiale qui se dilate
en volume : la face inférieure de ce dernier reste immobile, tandis que la face supérieure s’élève,
suivant l’évolution décrite par la face spatio-temporelle.
La construction de l’animation consistant à faire couler la lave le long des flancs du volcan se
déroule ainsi :
– une ligne polygonale spatio-temporelle définit le déplacement de la lave : un point se déplace
puis se divise en deux points qui suivent chacun un déplacement indépendant (Fig. 4.27a) ;
– le produit cartésien de cette ligne polygonale par une face spatiale symbolisant la lave ré-
sulte en un volume spatio-temporel (Fig. 4.27b). On applique une série d’homothéties et de
rotations sur les points du volume pour faire varier la taille et l’épaisseur de la face animée
au cours du temps (Fig. 4.27c) ;
– enfin, le produit cartésien du volume spatio-temporel par un segment temporel permet de
faire durer la coulée de lave entre l’instant où elle sort du cratère et l’instant où elle atteint
la base du volcan.
c)a) b)
Face spatiale
FIG. 4.27 : Modélisation de la lave.
a) La ligne polygonale définit le mouvement de la lave (les flèches indiquent le sens de déplacement).
b) Volume spatio-temporel (affiché en filaire) décrivant le déplacement de la face spatiale
en fonction de la ligne polygonale. c) Le même volume déformé.
La figure 4.28 illustre la manière dont sont disposés les objets 4D décrivant l’animation de
la lave sur le volcan. La planche couleur de la page 4.29 montre quelques étapes de l’animation
complète.
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b)a)
FIG. 4.28 : Disposition sur le volcan de l’objet 4D décrivant l’animation de la lave, dans (XY Z).
a) Affichage filaire. b) Affichage plein.
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FIG. 4.29 : Érection et éruption d’un volcan.

CHAPITRE 5
PRODUIT CARTÉSIEN DE STRUCTURES
SIMPLICIALES ET CELLULAIRES
5.1 Introduction
Calculer la Somme de Minkowski de deux objets géométriques, en modélisation géométrique à
base topologique, nécessite de calculer le produit cartésien des structures combinatoires décrivant
la topologie de ces objets. Nous nous intéressons ici aux structures simpliciales et cellulaires is-
sues de la notion d’ensembles simpliciaux ([May67]). Les ensembles simpliciaux permettent de
représenter la topologie d’objets triangulés complexes, et [May67] propose une définition simple
du produit cartésien d’ensembles simpliciaux.
En pratique, la notion d’ensemble simplicial se révèle trop générale pour la modélisation géométrique.
Il est ainsi possible de manipuler explicitement des objets dégénérés. Or, la réalisation géométrique
de ce type d’objets rend ces derniers assimilables à leur bords (par exemple, une arête dégénérée
est assimilable à un sommet). Non seulement on préfère souvent éviter de manipuler ce type d’ob-
jets (dans la majorité des applications), mais cette généralité influe directement sur le coût des
algorithmes qui exploitent les ensembles simpliciaux.
De nombreuses structures moins générales et moins coûteuses ont donc été définies pour la représen-
tation de classes particulières d’objets géométriques, en particuliers les ensembles semi-simpliciaux
([May67], [LL97]), et les structures cellulaires dérivées de la notion de carte combinatoire ([Edm60],
[Jac70]) telles que les cartes orientées ([Cor75], [AK89], [Spe91], [Lie91]), les cartes général-
isées ([Lie94]) et les chaînes de cartes ([EL94]). En particulier, nous utilisons une classe partic-
ulière de chaînes de cartes, les chaînes de cartes fermées de dimension 4, dans notre application
de modélisation d’objets 4D pour l’animation.
Nous présentons dans ce chapitre l’adaptation de la définition du produit cartésien pour les
structures simpliciales et cellulaires issues de la notion d’ensemble simplicial, ainsi que des algo-
rithmes de calcul des structures résultantes. Dans cette optique, [LL97] ont utilisé une opération
dite de “cône” pour définir directement le produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux, mais
la complexité de l’algorithme n’a pas été déterminée. L’algorithme que nous proposons pour les
ensembles semi-simpliciaux s’appuie directement sur la définition du produit cartésien d’ensem-
bles simpliciaux définie par [May67] ; cet algorithme est optimal en temps de calcul des structures
résultant de cette opération.
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De nombreuses structures cellulaires ont été définies pour la modélisation géométrique par les
bords, comme les structures “winged-edge” ([Bau75], [Wei85]), “radial-edge” ([Wei88a], [Wei88b])
et “cell-tuple” ([Bri89]). [Lie91] présente les notions permettant de relier ces structures aux struc-
tures cellulaires dérivées de la notion de carte combinatoire, et [Lie94] montre comment ex-
primer ces dernières en termes d’ensembles semi-simpliciaux numérotés. En particulier, les cartes
généralisées (ou G-cartes) permettent de représenter la topologie de subdivisions de variétés cel-
lulaires orientables ou non orientables, avec ou sans bords. Les cartes orientées, qui se déduisent
des G-cartes, permettent de représenter la topologie de variétés orientables sans bords. Enfin, les
chaînes de cartes, qui dérivent également des G-cartes, permettent de modéliser des complexes
cellulaires. Nous avons adapté la définition du produit cartésien aux G-cartes, cartes orientées et
chaînes de cartes, à partir de la définition initiale sur les ensembles simpliciaux. Ces définitions
ont permis la mise au point d’algorithmes de construction de ces structures qui sont optimaux en
temps de calcul.
La section 5.2 est consacrée aux structures simpliciales : nous rappelons les définitions des
ensembles simpliciaux et semi-simpliciaux dans la section 5.2.1, puis nous nous basons sur la déf-
inition du produit cartésien d’ensembles simpliciaux pour définir le produit cartésien d’ensembles
semi-simpliciaux et proposer un algorithme optimal en temps de calcul (Section 5.2.2). La sec-
tion 5.3 est dédiée aux structures cellulaires : nous rappelons l’équivalence entre les quasi-variétés
cellulaires et les cartes généralisées dans la section 5.3.1, puis nous définissons le produit cartésien
de cartes généralisées et un algorithme de construction adapté. Nous étendons ensuite ces résultats
aux cartes orientées (Section 5.3.2) et aux chaînes de cartes (Section 5.3.3).
5.2 Produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux
[May67] a défini l’opération de produit cartésien sur les ensembles simpliciaux. Nous présen-
tons dans cette partie les définitions et les notions nécessaires à l’adaptation du produit cartésien
aux ensembles semi-simpliciaux.
5.2.1 Définitions
D’un point de vue géométrique, un simplexe géométrique de dimension n (ou n-simplexe
géométrique) est l’enveloppe convexe d’un ensemble de n+1 points affinement indépendants. Un
simplexe abstrait de dimension i, ou i-simplexe, est défini comme une partie composée de n + 1
éléments distincts appartenant à un ensemble fini.
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Définition 4 [Ago76] : Soit V un ensemble fini d’éléments appelés sommets.
Un complexe simplicial abstrait C (Fig. 5.1) est un ensemble de parties non vides de V tel
que :
– ∀ v ∈ V, {v ∈ C .
– ∀S ⊆ C, tout sous-ensemble non vide de S appartient à C.
Les éléments de C sont des simplexes abstraits.
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FIG. 5.1 : Complexes simpliciaux abstraits de dimensions 0, 1 et 2.
a) C0 = {{v0}, {v1}, {v2}. b) C1 ={{v0}, ..., {v4}, {v1, v3}, {v2, v3}, {v3, v4}}.
c) C2 = {{v0}, ..., {v5}, {v0, v1}, {v1, v2}, {v1, v4}, {v1, v5}, {v2, v3},
{v2, v4}, {v3, v4}, {v4, v5}, {v1, v2, v4}, {v1, v4, v5}, {v2, v3, v4}}.
5.2.1.1 Ensembles semi-simpliciaux
[May67] propose la définition suivante des ensembles semi-simpliciaux (Fig. 5.2) :
Définition 5 [May67] : Un ensemble semi-simplicial S = (K, (di)) est une famille
d’ensembles (éventuellement vides) K = (Kn)n∈IN de simplexes abstraits.
Ces ensembles sont munis des applications di : Kn → Kn−1 (0 ≤ i ≤ n) vérifiant :
didj = djdi−1 si j < i.
Les éléments de Kn sont des n-simplexes et les applications di sont les opérateurs de bord.
La notation τndidj correspond à la composition dj ◦ di(τn) pour tout n-simplexe τn. Nous
emploierons cette notation dans l’ensemble de ce chapitre. La dimension de l’ensemble semi-
simplicial S est le plus grand entier n pour lequel Kn n’est pas vide.
Un m-simplexe µm est une face propre d’un n-simplexe τn s’il existe une séquence non
vide d’opérateurs de bord (di1 , ..., dik) telle que µm soit l’image de τn par la composée de ces
opérateurs, i.e. µm = τndi1 ...dik , où m = n − k. Le simplexe µ est un simplexe principal
s’il n’est face propre d’aucun simplexe (Fig. 5.2a). Le bord d’un simplexe est l’ensemble de ses
faces propres (Fig. 5.2b), et son étoile est l’ensemble de tous les simplexes dont il est une face
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propre (Fig. 5.2c).
Soient n > 0, τn un simplexe de Kn, et i (0 ≤ i ≤ n) : le simplexe τndi est la i-ème
face de τn (Fig. 5.2a). Les simplexes τni = τndn...dˆi...d0, où dˆi signifie que l’opérateur de bord
di est omis, sont les sommets de τn. Soit [τn0 , ..., τnn ] la séquence de sommets associée à τn : la
séquence de sommets associés à τndi est [τn0 , ..., τnn ]di = [τn0 , ..., τ̂ni , ...τnn ] ; par conséquent, τndi
est appelée la face opposée au i-ème sommet τni .
d1d2
d0 d1
d1 d1
d0
d0
d2
d0
d1
d0
d1
d1
d0
d1
d1d0
d0
d0
d0
τ1
σ2
c) Étoile de µ′0b) Bord de σ2
d0
d1
µ1
ρ2σ2
µ1
µ′0
µ′0µ
′0
d0
a) Ensemble semi-simplicial S
d0
d1
d0
d1
d1
ρ′1
d1
d0 d1
d0
d2
ρ2
FIG. 5.2 : Ensemble semi-simplicial S de dimension 2.
a) ρ2, σ2, µ1 et τ1 sont les 2- et 1-simplexes principaux de S. ρ′1 et µ′0 sont respectivement la
deuxième et première face de ρ2 et µ1. b) Le bord de σ2 est formé de 0- et 1-simplexes.
d) L’étoile de µ′0 contient des 2- et 1−simplexes, et un seul 0-simplexe : µ′0 lui-même.
Si les sommets τni sont tous distincts pour 0 ≤ i ≤ n, alors τn est complet. Remarquons que
les principales différences entre les complexes simpliciaux abstraits et les ensembles simpliciaux
résident dans le fait que les simplexes des complexes simpliciaux abstraits sont tous complets,
et que tout ensemble de sommets définit un unique simplexe. Par conséquent, on peut associer
plusieurs ensembles semi-simpliciaux à un complexe simplicial abstrait (Fig. 5.3a), mais l’inverse
n’est pas vrai. Par exemple, soit S un ensemble semi-simplicial composé d’un unique 1-simplexe
σ1, tel que σ1d0 = σ1d1 (Fig. 5.3b) : σ1 est distinct de son bord. Soit C le complexe simplicial
abstrait que l’on veut associer à S : si le sommet v0 ∈ C est associé au bord de σ1, alors σ1
est associé à {v0, v0}, d’où C = {{v0}, {v0, v0}} = {{v0}} : on ne peut distinguer dans C le
1-simplexe du 0-simplexe, donc C n’est pas correctement défini.
σ1
a)
d0d1
µ1
C
b)
σ1
S CS
d1
v0
v1v0
d0
d0 d1
FIG. 5.3 : Différences entre complexes simpliciaux abstraits et ensembles semi-simpliciaux
a) On peut associer au 1-simplexe {v0, v1} du complexe simplicial abstrait C plusieurs 1-simplexes
(µ1, σ1) de l’ensemble semi-simplicial S. b) L’inverse n’est pas vrai : σ1 ∈ S, avec σ1d0 = σ1d1.
Si {v0} est associé à σ1d0, σ1 est associé à {v0, v0} et n’est pas distinguable de son bord.
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En utilisant les relations didj = djdi−1 (j < i), on montre que toute composée d’opérateurs
de bord dj1 ...djk est égale à une composée di1 ...dik canonique unique où les indices des opérateurs
de bord forment une suite strictement décroissante ([May67]) : i1 > i2 > ... > ik. Nous écrirons
désormais toutes les composées d’opérateurs de bord sous cette forme canonique.
La réalisation géométrique d’un ensemble semi-simplicial est un CW-complexe ([May67],
[FP90], [Hu51]) : informellement, on associe à tout n-simplexe une boule de dimension n. Les
différentes boules sont ”collées” entre elles par identification de parties de leurs bords, afin de
respecter les opérateurs de bord de l’ensemble semi-simplicial (Fig. 5.4).
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FIG. 5.4 : Réalisation géométrique d’ensembles semi-simpliciaux.
a-b) Deux ensembles semi-simpliciaux S et T de dimension 2. Chaque simplexe de S est complet, ce qui
n’est pas le cas de T . c) Une réalisation géométrique de S associe les simplexes principaux σ2, ρ2, τ1 et
µ1 de S aux séquences de sommets [v1, v2, v0], [v1, v2, v3], [v0, v4] et [v2, v4].
d) Les simplexes principaux σ′2, ρ′2, τ ′1 et µ′1 de T sont respectivement associés aux séquences
[v0, v1, v2, [v1, v2, v2], [v0, v4] et [v2, v4].
5.2.1.2 Ensembles simpliciaux
Un ensemble simplicial (Fig. 5.5) est un ensemble semi-simplicial muni d’une seconde classe
d’applications, les opérateurs de dégénérescence. Un opérateur de dégénérescence associe à tout
simplexe un simplexe dégénéré de dimension supérieure.
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Définition 6 [May67] : Un ensemble simplicial S′ = (K, (di), (si)) est une famille
d’ensembles K = (Knn∈IN ) munis de deux classes d’applications :
– ∀n, ∀i, 0 ≤ i ≤ n, di : Kn → Kn−1, vérifiant : didj = djdi−1 si j < i ;
– ∀n, ∀i, 0 ≤ i ≤ n, si : Kn → Kn+1, vérifiant :

sisj = sjsi+1 si j ≤ i
sidj = djsi−1 si j < i
sidi = sidi+1 = Id
sidj = dj−1si si j > i+ 1
Les applications si (0 ≤ i ≤ n) sont les opérateurs de dégénérescence.
d2
d1
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a) S′
d0
b) Une réalisation géométrique de S′
s0
d0
τ0
d0
d1
d0
µ1
FIG. 5.5 : Ensemble simplicial.
a) Un ensemble simplicial S′ de dimension 2. µ1 = τ0s0 est un 1-simplexe dégénéré associé à τ0.
b) L’arête dégénérée issue du sommet τ0 a même réalisation géométrique que τ0.
Nous reprenons les notions et la terminologie utilisées pour les ensembles semi-simpliciaux.
Le (n + 1)-simplexe µn+1 est dégénéré s’il est l’image d’un n-simplexe τn par un opérateur
de dégénérescence, i.e. µn+1 = τnsi. Si [τn0 , ..., τnn ] est la séquence de sommets associée au n-
simplexe τn, alors [τn0 , ..., τni , τni , ..., τnn ] est la séquence de sommets associée à µn+1 = τnsi. Un
simplexe dégénéré possède au moins un sommet dont la multiplicité (dans la séquence de sommets
associée) est supérieure à 1. Tout simplexe dégénéré µm est l’image d’un simplexe non dégénéré
τn par une composée d’opérateurs de dégénérescence : τn est le simplexe non dégénéré associé à
µm.
En utilisant les relations ci-dessus, toute composée d’opérateurs de bord et de dégénérescence
est égale à une composée canonique unique : di1 ...diksj1 ...sjp , avec i1 > ... > ik et j1 < ... <
jp ([May67]). Toutes les composées d’opérateurs de bord et de dégénérescence seront désormais
écrites sous cette forme canonique.
La réalisation géométrique d’un ensemble simplicial est un CW-complexe. Les simplexes
dégénérés des ensembles simpliciaux ont même réalisation géométrique que les simplexes non
dégénérés qui leur sont associés.
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5.2.1.3 Produit cartésien d’ensembles simpliciaux
Définition 7 [May67] : Soient S′ = (K, (di), (si)) et T ′ = (L, (d′i), (s′i)) deux ensembles
simpliciaux.
S′ ⊗ T ′, le produit cartésien de S′ par T ′, est l’ensemble simplicial U ′ = (M, (d′′i ), (s′′i ))
défini par :
∀n, Mn = Kn ⊗ Ln;∀ τn ∈ Kn, ∀µn ∈ Ln :
{
(τn, µn)d′′i = (τ
ndi, µ
nd′i)
(τn, µn)s′′i = (τ
nsi, µ
ns′i)
La figure 5.6 montre un exemple de produit cartésien de deux ensembles simpliciaux S′ et T ′
de dimension 1.
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U ′ = S ′ ⊗ T ′
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FIG. 5.6 : Produit cartésien de deux ensembles simpliciaux S′ et T ′ de dimension 1.
Les simplexes de S′ et T ′ sont dégénérés à la dimension 2. U ′ = S′ ⊗ T ′ est de dimension 2.
Les simplexes non dégénérés (resp. dégénérés) sont représentés en trait plein (resp. en pointillés).
Les opérateurs de bords ne sont pas tous dessinés. Les simplexes de dimension n de U ′ (0 ≤ n ≤ 2)
sont formés de couples de simplexes constitués d’un n-simplexe de S′ et d’un n-simplexe de T ′.
Dans la figure 5.6, les simplexes de l’ensemble simplicial U ′ = S′ ⊗ T ′ sont construits de la
de la manière suivante :
1. Tous les simplexes de S′ et T ′ sont dégénérés jusqu’à la dimension 2. Par exemple, le
1-simplexe τ1 ∈ S′ est dégénéré en deux 2-simplexes τ1s0 et τ1s1, et les 0-simplexes
τ00 = τ
1d1 et τ01 = τ
1d0 sont respectivement dégénérés en 1-simplexes (τ00 s0 et τ01 s0), puis
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en 2-simplexes (τ00 s0s1 et τ01 s0s1).
2. Les n-simplexes de U ′ (0 ≤ n ≤ 2) sont les couples de n-simplexes constitués d’un n-
simplexe de S′ et d’un n-simplexe de T ′.
Les relations de bord entre les simplexes de U ′ sont déterminées aisément : par exemple, le 2-
simplexe dégénéré (τ00 s0s1, µ01s0s1) a pour seule face le 1-simplexe dégénéré (τ00 s0s1, µ01s0s1)d0 =
(τ00 s0s1d0, µ
0
1s0s1d0) = (τ
0
0 s0, µ
0
1s0). Ce 1-simplexe a lui-même pour seule face (τ00 s0, µ01s0)d0 =
(τ00 , µ
0
1), qui n’est pas dégénérée.
Remarquons que les simplexes dégénérés de U ′ sont toujours formés de couples de simplexes
(dégénéré, dégénéré) de S′ et T ′, tandis que les simplexes non dégénérés de U ′ sont formés de
couples de simplexes quelconques (i.e. dégénérés ou non). Les séquences de sommets associées
aux simplexes de U ′ se déduisent de celles associées aux simplexes de S′ et T ′. Par exemple,
– (τ00 s0s1, µ
0
1s0s1) est associé à ([τ00 , τ00 , τ00 ], [µ00, µ00, µ00]) = [(τ00 , µ00), (τ00 , µ00), (τ00 , µ00)]
– (τ1s0, µ1s1) est associé à ([τ00 , τ01 ]s0, [µ00, µ01]s1) = ([τ00 , τ00 , τ01 ], [µ00, µ01, µ01])
= [(τ00 , µ
0
0), (τ
0
0 , µ
0
1), (τ
0
1 , µ
0
1)].
5.2.1.4 Représentation des simplexes non dégénérés résultant du produit cartésien
Nous avons mentionné en introduction que l’on préfère éviter de manipuler des simplexes
dégénérés en modélisation géométrique puisque leur réalisation géométrique se confond avec celle
de leurs faces non dégénérées. Nous nous intéressons donc aux simplexes non dégénérés issus du
produit cartésien.
La figure 5.7a montre les simplexes non dégénérés de U ′ et les relations de bord entre ces sim-
plexes. Chaque 0-simplexe σ0 de U ′ correspond à un couple unique de 0-simplexes (τ0, µ0) de
S′ × T ′. Il existe une manière simple de représenter les simplexes non dégénérés principaux de
U ′ :
1. on associe à chaque simplexe principal τ1 et µ1 de S′ et T ′ la séquence de sommets corre-
spondante [τ00 , τ01 ] et [µ00, µ01] ;
2. on construit une grille à deux lignes et deux colonnes étiquetées par les sommets de τ1 et
µ1 (Fig. 5.7b). Les 2-simplexes non dégénérés (τ1s0, µ1s1) et (τ1s1, µ1s0) de U ′ corre-
spondent aux séquences de sommets respectives [(τ00 , µ00), (τ00 , µ01), (τ01 , µ01)] et
[(τ00 , µ
0
0), (τ
0
1 , µ
0
0), (τ
0
1 , µ
0
1)].
En fait, ces séquences énumèrent les sommets des chemins que l’on peut parcourir dans la
grille en partant de (τ00 , µ00) et en finissant en (τ01 , µ01), en avançant d’une ligne ou d’une colonne
à chaque étape.
Cette méthode de représentation des simplexes principaux non dégénérés peut être étendue à
des dimensions quelconques : pour un m-simplexe τm et un n-simplexe µn respectivement asso-
ciés aux séquences de sommets [τ00 , ..., τ0m] et [µ00, ..., µ0n], on construit une grille bidimensionnelle
à m lignes et n colonnes, chaque ligne (resp. chaque colonne) étant étiquetée par un sommet de
τm (resp. µn). Chaque élément de la grille est étiqueté par un 0-simplexe (τ0i , µ0j ) issu du produit
cartésien des 0-simplexes τ0i et µ0j , pour 0 ≤ i ≤ m et 0 ≤ j ≤ n. L’ensemble des (m + n)-
simplexes non dégénérés résultants du produit cartésien de τm par µn correspond à l’ensemble
des séquences de sommets de la forme [(τ00 , µ00), ..., (τ0i , µ0j ), ..., (τ0m, µ0n)] telles que :
– (τ0i , µ
0
j ) est le (i+ j) ème sommet de la séquence ;
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FIG. 5.7 : Simplexes non dégénérés des ensembles simpliciaux S′, T ′ et U ′ = S′ ⊗ T ′.
a) Les 0-, 1- et 2−simplexes et les relations de bord. b) Une représentation graphique des 2-simplexes non
dégénérés de U ′. À partir des séquences de sommets [τ00 , τ01 ] et [µ00, µ01] associées aux 1-simplexes τ1 et µ1
de S′ et T ′, on construit une grille étiquetée par les couples de 0-simplexes de U ′.
Chaque 2-simplexe non dégénéré de U ′ correspond à un chemin particulier dans cette grille.
– deux sommets consécutifs (τ0i , µ0j ) et (τ0i′ , µ0j′) sont tels que

i′ = i+ 1 et j′ = j
ou
i′ = i et j′ = j + 1
La figure 5.8 montre les chemins représentant les 5-simplexes non dégénérés issus du produit
cartésien d’un 2-simplexe τ2 par un 3-simplexe µ3.
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FIG. 5.8 : Une représentation des 5-simplexes non dégénérés issus du produit cartésien de τ2 par µ3.
a) La séquence de sommets associée à τ2 (resp. µ3) est [τ00 , τ01 , τ02 ] (resp. [µ00, µ01, µ02, µ03]). On construit
une grille étiquetée par tous les 0-simplexes résultants de τ2 ⊗ µ3. b) Chaque flèche en trait plein ou en
pointillés symbolise une séquence de sommets associée à l’un des 5-simplexes. Par exemple, on associe à
ρ5 = (τ2s0s1s2, µ3s3s4) la séquence [(τ00 , µ00), (τ00 , µ01), (τ00 , µ02), (τ00 , µ03), (τ01 , µ03), (τ02 , µ03)].
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5.2.2 Produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux
5.2.2.1 Introduction
Pour définir le produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux, nous établissons une bijection
entre les ensembles semi-simpliciaux et certains ensembles simpliciaux :
Théorème 1 : On peut associer un ensemble semi-simplicial à tout ensemble simplicial, dont
tous les simplexes dégénérés sont faces de simplexes dégénérés, et réciproquement.
L’ensemble semi-simplicial et l’ensemble simplicial associé sont dits équivalents.
Preuve :
1. Soit un ensemble semi-simplicial S de dimension n. On peut créer un ensemble simplicial S′ en
associant à tout m-simplexe τm de S (0 ≤ m ≤ n) l’ensemble infini de ses simplexes dégénérés
associés (i.e. un simplexe dégénéré est associé à τm pour toute composition canonique d’opérateurs
de dégénérescence). On définit de manière unique les opérateurs de bord et de dégénérescence sur ces
simplexes dégénérés, en respectant les propriétés de définition des ensembles simpliciaux (cf. Déf. 6).
De plus, tous les opérateurs de bord de S sont bien définis, et tous les simplexes non dégénérés
appartiennent à S, qui est un ensemble semi-simplicial. Les faces des simplexes non dégénérées sont
également non dégénérées : par conséquent, tous les simplexes dégénérés de S′ sont faces d’autres
simplexes dégénérés de S′.
2. Réciproquement, soit un ensemble simplicial S′ dont tous les simplexes dégénérés sont faces d’autres
simplexes dégénérés. On crée un ensemble semi-simplicial S en retirant de S′ tous les simplexes
dégénérés. Les simplexes restants sont donc non dégénérés, et leurs faces sont non dégénérées. Les
opérateurs de bord de S sont donc bien définis.
Soit l’ensemble semi-simplicial S (resp. T ), de dimension k (resp. l), et S′ (resp. T ′) l’ensemble
simplicial associé. Les définitions. 6 et 7 permettent de déduire les résultats suivants :
– Les m-simplexes de S′ ⊗ T ′ sont dégénérés si m > k + l ([LL97]).
Preuve. Soit σm = (τk′sik′+1 ...sim , µl
′
sjl′+1 ...sjm) un m-simplexe de S
′ ⊗ T ′, où τk′ et µl′
(0 ≤ k′ ≤ k) et 0 ≤ l′ ≤ l) sont deux simplexes non dégénérés de S′ et T ′ respectivement, et
où les relations ik′+1 < ... < im et jl′+1 < ... < jm sont vérifiées (les séquences sik′+1 ...sim
et sjl′+1 ...sjm peuvent être vides). Si deux entiers ip et jq sont égaux, les relations simpliciales
permettent d’écrire
σm = (τk
′
sik′+1 ...sip−1sip+1−1...sim−1sip , µ
l′sjl′+1 ...sjq−1sjq+1−1...sjm−1sjq )
= (τk
′
sik′+1 ...sip−1sip+1−1...sim−1, µ
l′sjl′+1 ...sjq−1sjq+1−1...sjm−1)sip
σm est donc dégénéré. Les simplexes non dégénérés de S′ ⊗ T ′ sont donc les couples
(τk
′
sik′+1 ...sim , µ
l′sjl′+1 ...sjm) où τ
k′ et µl
′
sont non dégénérés et tous les entiers
ik′+1 < ... < im et jl′+1 < ... < jm sont distincts.
Supposons m = k + l : {ik′+1, ..., im} ⊆ {0, ..., k + l − 1} et {jl′+1, ..., jm} ⊆ {0, ..., k + l − 1}.
σm est non dégénéré s’il existe 2k + 2l − k′ − l′ valeurs distinctes dans {0, ..., k + l − 1}. Si l’on
pose k′ = k et l′ = l, il y a exactement k + l éléments dans {0, ..., k + l − 1}, donc σm n’est pas
dégénéré.
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Supposons maintenant que σm soit de dimension k + l + 1, en gardant k′ = k et l′ = l. En
raisonnant comme précédemment, σm est non dégénéré s’il existe 2k+2l+2− k′− l′ = k+ l+2
éléments dans {0, ..., k + l}. Cet ensemble contient seulement q k + l + 1 éléments, donc tous les
m-simplexes de S′ ⊗ T ′ sont dégénérés pour m > k + l. Par conséquent, nous pouvons écrire
dim(S′ ⊗ T ′) = dim(S′) + dim(T ′).
– Tous les simplexes dégénérés de S′ ⊗ T ′ sont faces de simplexes dégénérés.
Preuve. Soit σm un m-simplexe dégénéré de S′ ⊗ T ′.
Si m > k+l, tous les simplexes de dimension supérieure à m sont dégénérés (cf. résultat précédent),
donc σm est face d’un simplexe dégénéré.
Si m ≤ k + l, soit σ′m+1 = (τ ′k′′si′
k′′+1
...si′m+1 , µ
′l′′sj′
l′′+1
...sj′m+1) un (m + 1)-simplexe non
dégénéré de S′ ⊗ T ′, où i′k′′+1 < ... < i′m+1 et j′l′′+1 < ... < j′m+1 sont des entiers distincts.
Alors σm est face de σ′m+1 si et seulement si il existe un entier p ∈ [0,m+1] tel que σm = σ′m+1dp,
i.e. σm = (τ ′k′′si′
k′′+1
...si′m+1dp, µ
′l′′sj′
l′′+1
...sj′m+1dp) = (τ
k′sik′+1 ...sim , µ
l′sjl′+1 ...sjm).
En utilisant les relations simpliciales de la définition 6, on montre facilement que les entiers ik′+1, ..., im
et jl′+1, ..., jm sont tous distincts, donc σm n’est pas dégénéré : contradiction avec l’hypothèse. Un
simplexe dégénéré ne peut donc être face que d’un autre simplexe dégénéré.
Une méthode directe de calcul du produit cartésien de deux ensembles semi-simpliciaux S et T ,
de dimensions respectives k et l, découle naturellement des résultats évoqués ci-dessus, et consiste
à :
– associer à S (resp. T ) l’ensemble simplicial S′ (resp. T ′) en ajoutant tous les simplexes
dégénérés jusqu’à la dimension k + l ;
– calculer le produit cartésien de S′ par T ′ ;
– supprimer les simplexes dégénérés de l’ensemble simplicial résultant.
Cette approche est évidemment coûteuse, car il y a création et suppression de nombreux sim-
plexes dégénérés. Nous définissons dans la section 5.2.2.2 une méthode qui permet d’obtenir les
simplexes non dégénérés résultants du produit cartésien sans créer ni représenter explicitement les
simplexes dégénérés.
5.2.2.2 Propriétés et définitions
Nous précisons d’abord quel est l’ensemble des simplexes non dégénérés résultant du produit
cartésien de deux simplexes non dégénérés. Nous définissons ensuite le produit cartésien de deux
ensembles semi-simpliciaux proprement dit.
Soient S et T deux ensembles semi-simpliciaux de dimensions respectives k et l, et soient S′ et
T ′ les ensembles simpliciaux associés. Soit τk′ un k′-simplexe non dégénéré de S′ (0 ≤ k′ ≤ k),
et µl
′
un l′-simplexe non dégénéré de T ′ (0 ≤ l′ ≤ l).
Le m-simplexe σm = (τk′sik′+1 ...sim , µ
l′sjl′+1 ...sjm) est non dégénéré si les indices des opéra-
teurs de dégénérescence vérifient :
0 ≤ ik′+1 < ... < im ≤ m− 1
0 ≤ jl′+1 < ... < jm ≤ m− 1
{ik′+1, ..., im ∩ {jl′+1, ..., jm = ∅
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Nous notons τk′ ⊗m µl′ l’ensemble de tous les m-simplexes (non dégénérés) correspondant à
des suites d’opérateurs de dégénérescence dont les indices vérifient les relations ci-dessus.
Il s’ensuit que :
– les m-simplexes non dégénérés de τk′ ⊗m µl′ sont de dimension au plus k′ + l′ ;
– si la séquence sik′+1 ...sim (resp. sjl′+1 ...sjm) est vide, alors m = k′ (resp. m = l′). Les
m-simplexes de τk′ ⊗m µl′ sont donc de dimension au moins max(k′, l′) ;
– le nombre de m-simplexes de τk′ ⊗m µl′ est Cm−k′m ∗ Cm−l
′
k′ (pour k′ ≥ l′).
On utilise les indices des opérateurs de dégénérescence pour caractériser les simplexes non dégénérés
résultants du produit cartésien des ensembles simpliciaux.
Soit U l’ensemble semi-simplicial associé à l’ensemble simplicial U ′ = S′ ⊗ T ′ : pour tout m-
simplexe non dégénéré σm = (τk′sik′+1 ...sim , µ
l′sjl′+1 ...sjm) ∈ U ′, le m-simplexe de U associé
à σm sera noté ((τk′ , ik′+1...im), (µl
′
, jl′+1...jm)).
La notation τk′ ⊗m µl′ désigne l’ensemble suivant :
τk
′ ⊗m µl′={((τk′ , ik′+1...im), (µl′ , jl′+1...jm))}où

0 ≤ ik′+1 < ... < im ≤ m− 1
0 ≤ jl′+1 < ... < jm ≤ m− 1
{ik′+1, ..., im ∩ {jl′+1, ..., jm} = ∅
Nous pouvons maintenant définir le produit cartésien de deux ensembles semi-simpliciaux. La
définition des opérateurs de bord du résultat se déduit directement des propriétés de définition des
opérateurs de bord et de dégénérescence des ensembles simpliciaux : on applique les opérateurs de
bord d′′p (0 ≤ p ≤ m) à chaque m-simplexe non dégénéré σm = (τk
′
sik′+1 ...sim , µ
l′sjl′+1 ...sjm)
de l’ensemble simplicial S′⊗T ′. La p-ième face du m-simplexe de U associé à σm est le (m−1)-
simplexe de U associé à σmd′′p .
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Définition 8 : Soit S et T deux ensembles semi-simpliciaux de dimensions respectives k et l,
tels que S = (K, (di)) et T = (L, (d′i)).
Le produit cartésien S ⊗ T de S par T est l’ensemble semi-simplicial
U = (M, (d′′i )) de dimension (k + l) tel que :
– Mm =
⋃
k′,l′
0≤k′≤k, k′≤m
0≤l′≤l, l′≤m
k′+l′≥m
⋃
τk
′∈K,µl′∈L τ
k′ ⊗m µl′ .
– Les opérateurs de bord des m-simplexes σm ∈ U sont définis en fonction des cas suivants :
1. σmd′′0 =
(8.1)

((τk
′
, ik′+2 − 1...im − 1), (µl′d′0, jl′+1 − 1...jm − 1)) si ik′+1 = 0
((τk
′
d0, ik′+1 − 1...im − 1), (µl′ , jl′+2 − 1...jm − 1)) si jl′+1 = 0
((τk
′
d0, ik′+1 − 1...im − 1), (µl′d0, jl′+1 − 1...jm − 1)) si ik′+1 6= 0 et jl′+1 6= 0
2. (1 ≤ p < m) σmd′′p =
(a) (8.2)

(
(τk
′
, ik′+1...ik′′−1ik′′+1 − 1...im − 1),
(µl
′
, jl′+1...jl′′−1jl′′+1 − 1...jm − 1)
)
si ik′′ = p et jl′′ = p− 1(
(τk
′
, ik′+1...ik′′−1ik′′+1 − 1...im − 1),
(µl
′
, jl′+1...jl′′−1jl′′+1 − 1...jm − 1)
)
si ik′′ = p− 1 et jl′′ = p
(b) {p− 1, p} ∩ {ik′+1, ..., im} 6= ∅, {p− 1, p} ∩ {jl′+1, ..., jm} = ∅.
Soient ik′′ = max({p− 1, p} ∩ {ik′+1, ..., im}) et jl′′ tel que jl′′ < p < p− 1 < jl′′+1 :
(8.3) σmd′′p =
(
(τk
′
, ik′+1...ik′′−1ik′′+1 − 1...im − 1),
(µl
′
d′p−l′′+l′ , jl′+1...jl′′jl′′+1 − 1...jm − 1)
)
(c) (symétrique) : {p− 1, p} ∩ {jl′+1, ..., jm} 6= ∅. {p− 1, p} ∩ {ik′+1, ..., im} = ∅.
Soient jl′′ = max({p− 1, p} ∩ {jl′+1, ..., jm}) et ik′′ tel que ik′′ < p < p− 1 < ik′′+1 :
(8.4) σmd′′p =
(
(τk
′
dp−k′′+k′ , ik′+1...ik′′ik′′+1 − 1...im − 1),
(µl
′
, jl′+1...jl′′−1jl′′+1 − 1...jm − 1)
)
(d) {p− 1, p} ∩ {{ik′+1, ..., im} ∪ {jl′+1, ..., jm}} = ∅
Soient ik′′ tel que ik′′ < p < p− 1 < ik′′+1 et jl′′ tel que jl′′ < p < p− 1 < jl′′+1 :
(8.5) σmd′′p =
(
(τk
′
dp−k′′+k′ , ik′+1...ik′′ik′′+1 − 1...im − 1),
(µl
′
d′p−l′′+l′ , jl′+1...jl′′jl′′+1 − 1...jm − 1)
)
3. σmd′′m =
(8.6)

((τk
′
, ik′+1...im−1), (µl
′
d′l′ , jl′+1...jm)) si im = m− 1
((τk
′
dk′ , ik′+1...im), (µl
′
, jl′+1...jm−1)) si jm = m− 1 (syme´trique)
((τk
′
dk′ , ik′+1...im), (µl
′
d′l′ , jl′+1...jm)) si im < m− 1 et jm < m− 1
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Le théorème 2 établit l’équivalence entre les ensembles simpliciaux et les ensembles semi-
simpliciaux résultants de produits cartésiens.
Théorème 2 : Soient S′ et T ′ les ensembles simpliciaux équivalents aux ensembles semi-
simpliciaux S et T .
Alors S ⊗ T est l’ensemble semi-simplicial équivalent à l’ensemble simplicial S′ ⊗ T ′.
Preuve. Soient S et T deux ensembles semi-simpliciaux de dimensions respectives k et l, et S′ et T ′ les
ensembles simpliciaux équivalents, i.e. on associe à chaque k′-simplexe de S (resp. chaque l′-simplexe de
T ), pour 0 ≤ k′ ≤ k (resp. 0 ≤ l′ ≤ l), l’ensemble des simplexes dégénérés jusqu’à la dimension k
(resp. la dimension l). Nous suivons le raisonnement utilisé pour démontrer le théorème 1 :
1. À tout m-simplexe σm = ((τk′ , ik′+1...im), (µl′ , jl′+1...jm)) de S ⊗ T correspond un unique m-
simplexe non dégénéré σ′m = (τk′sik′+1 ...sim , µ
l′sjl′+1 ...sjm) de S
′ ⊗ T ′.
On associe à σ′m l’ensemble des simplexes dégénérés jusqu’à la dimension k + l de la forme
(τk
′
sik′+1 ...simsim+1 ...sik+l , µ
l′sjl′+1 ...sjmsjm+1 ...sjk+l), en définissant de manière unique les opéra-
teurs de bord et de dégénérescence sur ces simplexes. Tous les simplexes dégénérés de cet ensemble
sont donc faces d’autres simplexes dégénérés ; chaque simplexe non dégénéré correspond à un unique
simplexe de S⊗T .
2. Réciproquement, nous avons montré que tout simplexe dégénéré de S′ ⊗ T ′ est face d’un sim-
plexe dégénéré. On retire alors tous les simplexes dégénérés de S′ ⊗ T ′ pour ne garder que les
simplexes (τk′sik′+1 ...sim , µ
l′sjl′+1 ...sjm), où les séquences sik′+1 ...sim et sjl′+1 ...sjm respectent
les propriétés des simplexes non dégénérés. À chacun de ces simplexes correspond le m-simplexe
((τk
′
, ik′+1...im), (µl
′
, jl′+1...jm)) de S ⊗ T , donc S ⊗ T est équivalent à S′ ⊗ T ′.
Le théorème 3 découle de la définition du produit cartésien des ensembles semi-simpliciaux.
Ce théorème nous sera utile dans la section 5.3.1.4, lors de la démonstration du théorème établis-
sant l’équivalence entre le résultat du produit cartésien de quasi-variétés cellulaires (structures sim-
pliciales numérotées dérivées des ensembles semi-simpliciaux) et le résultat du produit cartésien
de G-cartes (des structures cellulaires équivalentes aux quasi-variétés cellulaires).
Théorème 3 : Soient S = (K, (di)) et T = (L, (d′i)) deux ensembles semi-simpliciaux de di-
mensions respectives ks et lt :
– Pour tous τk et µl, simplexes principaux de S et T respectivement, tout simplexe issu de
τk ⊗k+l µl est principal.
– Réciproquement, soit σm un simplexe principal de S ⊗ T . Il existe τk et µl, simplexes
simplexes principaux de S et T , tels que σm ∈ τk ⊗k+l µl.
Preuve.
1. Soient les simplexes principaux τk et µl, et soit σk+l un (k+l)-simplexe de U = S⊗T = (M, (d′′i ))
tels que σk+l = ((τk, ik+1...ik+l), (µl, jl+1...jl+k)). Supposons σk+l non principal : il existe alors
σk+l+1 ∈ U et p ∈ [0, k + l + 1] tels que σk+l = σk+l+1d′′p .
σk+l+1 peut s’écrire ((τk′ , i′k′+1...i′k′+l′), (µl
′
, j′l′+1...j
′
l′+k′)), avec τ
k′ (resp. µl′ ) un simplexe de
5.2. PRODUIT CARTÉSIEN D’ENSEMBLES SEMI-SIMPLICIAUX 139
dimension k′ (resp. l′), où k′ + l′ = k + l + 1. Nous distinguons les cas suivants, les autres cas se
déduisant par symétrie (cf. Déf. 8) :
(a) σk+l+1d′′p = ((τk′dp′ , i′′k′+1...i′′k′+l′), (µl
′
, j′′l′+1...j
′′
l′+k′−1)), avec p
′ ∈ [0, k].
Or σk+l = σk+l+1d′′p ⇒ τk = τk
′
dp′ et µl = µl
′
; τk est principal par hypothèse, donc il
n’existe aucun τk′ tel que τk = τk′dp′ : contradiction.
(b) σk+l+1d′′p = ((τk′ , i′′k′+1...i′′k′+l′−1), (µl
′
, j′′l′+1...j
′′
l′+k′−1)). σ
k+l = σk+l+1d′′p ⇒ τk = τk
′
et µl = µl
′
, donc k + k′ = l + l′ : contradiction avec l’hypothèse.
2. Soit σm un m-simplexe principal de S ⊗ T : il existe τk et µl, simplexes principaux de S et T
respectivement, tels que
σm = ((τk, ik+1...im), (µl, jl+1...jm)). La preuve se décompose en deux parties :
(a) Montrons que m = k + l.
Par définition du produit cartésien, {ik+1, ..., im} ∪ {jl+1, ..., jm} ⊆ {0, ...,m − 1}. La suite
ik+1...im (resp. jl+1...jm) contient m − k (resp. m − l) valeurs distinctes, soit 2m − k − l
valeurs au total.
Supposons m < k + l. Alors 2m − k − l < m, et il existe p ∈ [0,m − 1] avec p /∈
{{ik+1, ..., im} ∪ {jl+1, ..., jm}}.
σm peut s’écrire ((τk, ik+1...ik′ p̂ ik′+1...im), (µl, jl+1...jl′ p̂ jl′+1...jm)). On construit la suite
ik′+1 + 1...im + 1 (resp. jl′+1 + 1...jm + 1 ) en ajoutant 1 à toutes les valeurs de ik′+1...im
(resp. jl′+1...jm) : on s’assure ainsi que la valeur p+1 n’appartient à aucune de ces nouvelles
suites.
Soit σm+1 ∈ S ⊗ T tel que σm+1 = ((τk, ik+1...ik′ p ik′+1 + 1...im + 1), (µl, jl+1...jl′ p +
1 jl′+1 + 1...jm + 1)) : toutes les valeurs des suites associées à τk et µl sont distinctes et
appartiennent à [0,m]. On a alors σm+1d′′p+1 = σm (cf. Déf. 8.6), donc σm n’est pas principal :
contradiction avec l’hypothèse.
Réciproquement, si k + l < m, alors 2m − k − l > m, donc il existe au moins deux valeurs
identiques dans {ik+1, ..., im} ∪ {jl+1, ..., jm} : contradiction avec la définition du produit
cartésien, dans laquelle les valeurs de {ik+1, ..., im} et de {jl+1, ..., jm} sont toutes distinctes.
(b) Soit σk+l = ((τk, Il), (µl, Jk)) un (k + l)-simplexe principal de S ⊗ T , où Il = ik+1...ik+l,
Jk = jl+1...jl+k, et {ik+1, ..., ik+l} ∪ {jl+1, ..., jl+k} forme une partition de [0, k + l − 1].
Supposons τk non principal : il existe τk+1 un (k + 1)-simplexe de S et p ∈ [0, k + 1], tels
que τk+1dp = τk.
Montrons qu’il existe un (k + l + 1)-simplexe σk+l+1 ∈ S ⊗ T et p′ ∈ [0, k + l + 1] tels que
σk+l+1d′′p′ = σ
k+l
. Nous distinguons les cas suivants :
i. Si p = 0, on construit I ′l = ik+1+1...ik+l+1, et J ′k+1 = 0jl+1+1...jl+k+1 (les éléments
de I ′l et J ′k forment une partition de [0, k + lt]) pour créer le simplexe σk+l+1 ∈ S ⊗ T ,
tel que σk+l+1 = ((τk+1, I ′l), (µl, J ′k+1)).
On a alors σk+l+1d′′0 = ((τk+1d0, Il), (µl, Jk)) = σk+l.
ii. Si p = k + 1, on construit J ′k+1 = jl+1...jl+kjl+k+1, en posant jl+k+1 = k + l.
Soit σk+l+1 = ((τk+1, Il), (µl, J ′k+1)). Alors σk+l+1d′′k+l+1 = ((τk+1dk+1, Il), (µl, Jk))
= σk+l.
iii. Si 1 ≤ p ≤ k, supposons p + h > ik+h+1 pour tout h ∈ [0, l − 1]. En particulier,
p + l − 1 > ik+l, donc il existe jl′ ∈ Jk tel que jl′ = p + l − 1. On construit la suite
jl+1...jl′−1jl′ + 1jl′+1 + 1...jl+k + 1 (donc jl′ + 1 = p + l), puis on insère p + l − 1
dans cette suite pour obtenir J ′k+1 = jl+1...jl′−1 p+ l − 1 jl′ + 1jl′+1 + 1...jl+k + 1.
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Soit σk+l+1 = ((τk+1, Il), (µl, J ′k+1)). Alors σk+l+1d′′p+l = ((τk+1dp, Il), (µl, Jk)) =
σk+l.
Réciproquement, supposons qu’il existe h ∈ [0, l − 1] tel que pour tout q ∈ [0, h − 1],
p+q > ik+q+1 et p+h ≤ ik+h+1. En particulier, si q = h−1, alors ik+h < p+h−1 <
p+ h ≤ ik+h+1, donc p+ h− 1 ∈ Jk.
On suit le même raisonnement que ci-dessus pour construire J ′k+1 = jl+1...jl′−1 p+h−
1 jl′ + 1jl′+1 + 1...jl+k + 1, où jl′ = p+ h− 1, et on obtient l’égalité
((τk+1, Il), (µl, J ′k+1))d
′′
p+h = ((τ
k+1dp, Il), (µl, Jk)) = σk+l.
Toutes les notions que nous avons définies nous permettent de proposer un algorithme qui construit
tous les simplexes des ensembles semi-simpliciaux S ⊗ T .
Reprenons la définition du produit cartésien : pour toute dimensionm (0 ≤ m ≤ k+l), l’ensemble
Kk
′ ⊗m Ll′ des m-simplexes issus de S ⊗ T est égal à
⋃
τk
′∈K,µl′∈L τ
k′ ⊗m µl′ , pour k′ ≤ m,
l′ ≤ m et max(k′, l′) ≤ m ≤ k′+l′. Pourm donné, les valeurs k′ et l′ sont donc bien déterminées :
par exemple, le tableau 5.1 indique, pour k = 3 et l = 2 et les différentes valeurs de m, quels sont
les ensembles Kk′ ⊗m Ll′ qui interviennent dans la création des m-simplexes.
m Mm = ∪(Kk′ ⊗m Ll′)
0 M0 = K0 ⊗0 L0
1 M1 = K0 ⊗1 L1 ∪K1 ⊗1 L0 ∪K1 ⊗1 L1
2 M2 = K0 ⊗2 L2 ∪K1 ⊗2 L1 ∪K1 ⊗2 L2 ∪K2 ⊗2 L0 ∪K2 ⊗2 L1 ∪K2 ⊗2 L2
3 M3 = K1 ⊗3 L2 ∪K2 ⊗3 L1 ∪K2 ⊗3 L2 ∪K3 ⊗3 L0 ∪K3 ⊗3 L1 ∪K3 ⊗3 L2
4 M4 = K2 ⊗4 L2 ∪K3 ⊗4 L1 ∪K3 ⊗4 L2
5 M5 = K3 ⊗5 L2
TAB. 5.1 : Ensembles de simplexes Mm (0 ≤ m ≤ 5) résultants du produit cartésien d’un ensemble semi-
simplicial S = (K, (di)) de dimension 3 par un ensemble semi-simplicial T = (L, (d′i)) de dimension 2.
Par exemple, les 1-simplexes σ1 ∈M1 sont de la forme ((τ0, i1), (µ1)) ∈ K0 ⊗1 L1,
((τ1), (µ0, j1)) ∈ K1 ⊗1 L0 ou ((τ1), (µ1)) ∈ K1 ⊗1 L1.
Une représentation plus lisible de ces ensembles de simplexes est proposée dans la figure 5.9.
Le principe est le suivant : si S et T sont de dimensions respectives k et l, on dessine dans un
premier temps un tableau à k + 1 lignes (numérotées de 0 à k) et l + 1 colonnes (numérotées de
0 à l). Chaque élément de coordonnées [k′, l′ représente l’ensemble de m-simplexes Kk′ ⊗m Ll′ ,
pour 0 ≤ k′ ≤ k et 0 ≤ l′ ≤ l. Pour chaque valeur de m, les ensembles Kk′ ⊗m Ll′ inclus dans
Mm sont symbolisés par des carrés noirs, et les autres ensembles par des carrés blancs (Fig. 5.9a-
f). Graphiquement, l’ensemble des carrés noirs forme un triangle rectangle de taille variable pour
chaque valeur de m (cette forme triangulaire est due aux inégalités 0 ≤ k′ ≤ k, 0 ≤ l′ ≤ l, et
max(k′, l′ ≤ m ≤ k′ + l′).
On observe que les triangles successifs “glissent” entre les coins supérieur gauche et inférieur droit
du tableau, correspondants respectivement à K0 ⊗0 L0 et Kk ⊗k+l Ll. De plus, en superposant
tous les triangles, on voit clairement à quelles dimensions chaque ensemble Kk′ ⊗m Ll′ inter-
vient (Fig. 5.9g) : nous allons exploiter la propriété selon laquelle un même couple de simplexes
peut engendrer des simplexes de dimensions différentes pour définir l’algorithme souhaité.
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FIG. 5.9 : Représentation graphique des simplexes résultants du produit cartésien d’un ensemble semi-
simplicial S = (K, (di)) de dimension 3 par un ensemble semi-simplicial T = (L, (d′i)) de dimension 2.
Un tableau à 3 lignes et 2 colonnes est construit. Chaque élément représente un ensemble Kk′ ⊗m Ll′ . Les
ensembles intervenant à la dimension m sont symbolisés par des carrés noirs, les autres par des carrés
blancs. a) Seul K0 ⊗0 L0 intervient à la dimension 0. b-f) Les triangles formés par les ensembles⋃
k′,l′(K
k′ ⊗m Ll′). g) La superposition des triangles montre qu’un même couple de simplexes
peut engendrer des simplexes de différentes dimensions.
5.2.2.3 Algorithme de construction
Cet algorithme est itératif : à chaque étape, il y a création de l’ensemble des simplexes de
dimension m, et définition des opérateurs de bord qui associent ces simplexes aux simplexes de
dimension m− 1 créés à l’étape précédente.
L’étape initiale consiste à créer K0⊗0L0 (i.e. tous les simplexes de dimension 0). Une double
itération sur tous les 0-simplexes σ0 ∈ K0 et µ0 ∈ L0 suffit pour obtenir tous les 0-simplexes
(σ0, µ0) ∈ K0 ⊗0 L0 .
L’étape m consiste à créer
⋃
k′,l′(K
k′ ⊗m Ll′) et à définir les opérateurs bord pour chaque
simplexe de cet ensemble, c’est-à-dire associer à chaque m-simplexe, et pour chaque opérateur de
bord, un m-simplexe de
⋃
k′′,l′′(K
k′′ ⊗m−1 Ll′′).
Les inégalités 0 ≤ k′ ≤ k, 0 ≤ l′ ≤ l, et max(k′, l′) ≤ m ≤ k′ + l′ permettent d’écrire, en
supposant k′ ≥ l′ (le raisonnement serait rigoureusement identique pour k′ ≤ l′) :
–
k′ ≥ 0, k′ ≥ m− l′, l′ ≤ l⇒ k′ ≥ max(0,m− l)
k′ ≤ k, k′ ≤ m⇒ k′ ≤ min(k,m)
}
k′ ∈ [max(0,m− l),min(k,m)]
– l′ est déterminé en fonction de k′ : l′ ∈ [max(0,m− k′),min(l,m)]
et donc
⋃
k′,l′ K
k′ ⊗m Ll′ =
⋃min(k,m)
k′=max(0,m−l)
⋃min(l,m)
l′=max(0,m−k′)K
k′ ⊗m Ll′ , ce qui nous permet
d’effectuer le calcul des simplexes résultants par une double itération.
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Pour optimiser le calcul des opérateurs de bord, il faut établir une correspondance entre les
simplexes initiaux et les simplexes résultants du produit cartésien. On utilise à chaque étape m
une matrice triangulaire regroupant les couples de simplexes initiaux qui vont engendrer des m-
simplexes. Les éléments de ce triangle, symbolisés par des carrés noirs dans la figure 5.10a, étab-
lissent la correspondance entre les simplexes de Kk′ , de Ll′ et Kk′ ⊗m Ll′ .
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0
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FIG. 5.10 : Construction des simplexes résultant d’un produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux et
définition des opérateurs de bord entre les simplexes.
a) Matrice triangulaire regroupant les couples de simplexes initiaux. b) Chaque élément Matk′,l′m de ce
triangle regroupe les couples de simplexes de Kk′ × Ll′ . c) Matk′,l′m [τk
′
][µl
′
] contient tous les
m-simplexes de σm ∈ τk′ ⊗m µl′ . d) σm est caractérisé par les suites d’entiers ik′+1...im et jl′+1...jm.
e) Pour déterminer σmd′′p , on utilise les tables de correspondance TCk
′,l′
m . f) Par exemple, TCk
′,l′
m (0)
utilise les suites ik′+1...im et jl′+1...jm pour déterminer Matk
′ou k′−1,l′ou l′−1
m−1 [τ
′][µ′]. g) Si τ ′ est de
dimension k′ − 1 et si µ′ est de dimension l′, le (m− 1)-simplexe σmd′′0 résultant de
τ ′ ⊗m−1 µ′ est caractérisé par les suites i′k′+1...i′m et j′l′+1...j′m−1.
Chacun des éléments du triangle est une matrice bidimensionnelle Matk
′,l′
m , où chaque ligne
correspond à un simplexe de Kk′ et chaque colonne correspond à un simplexe de Ll′ (Fig. 5.10b).
Un élément deMatk
′,l′
m , correspondant aux simplexes τk
′
et µl
′ deKk′ etLl′ , est une table de liens
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notée Matk
′,l′
m [τk
′
][µl
′
], qui établit le lien entre τk′ , µl′ et les éléments de τk′ ⊗m µl′ (Fig. 5.10c).
Plus précisément, la table de liens Matk
′,l′
m [τk
′
][µl
′
] est elle-même une matrice bidimensionnelle à
Cm−k′m lignes et Cm−l
′
k′ colonnes : chaque élément de cette matrice établit un lien entre τk
′
, µl
′
et
((τk
′
, ik′+1...im), (µl
′
, jl′+1...jm)) pour toutes les suites d’entiers ik′+1...im et jl′+1...jm valides
pour le produit cartésien (Fig. 5.10d). Les lignes (resp. les colonnes) sont triées selon l’ordre
lexicographique défini sur ik′+1...im (resp. jl′+1...jm). Tous les éléments de Matk
′,l′
m ont donc
une même structure (qui ne dépend que de k′, l′ et m) correspondant aux mêmes couples de suites
d’indices.
En se reportant à la définition des opérateurs de bords des simplexes résultant du produit
cartésien, le bord σmd′′p (0 ≤ p ≤ m) d’un m-simplexe σm = ((τk
′
, ik′+1...im), (µl
′
, jl′+1...jm))
peut s’écrire sous l’une des quatre formes suivantes, en fonction des valeurs respectives de p et
des suites ik′+1...im et jl′+1...jm :
σmdp =
  (τk′dp−h, i′k′+1...i′m)ou
(τk
′
, i′k′+1...i
′
m−1)
 ,
 (µl′d′p−h′ , j′l′+1...j′m)ou
(µl
′
, j′l′+1...j
′
m−1)
  .
σmd′′p appartient donc à Kk
′ ⊗m−1 Ll′ , Kk′−1⊗m−1 Ll′ , Kk′ ⊗m−1 Ll′−1 ou Kk′−1⊗m−1 Ll′−1.
Concrètement, la définition des opérateurs de bords utilise, pour chaque valeur de k′, l′ et m,
une table de correspondance TCk
′,l′
m (p) (Fig. 5.10e) qui, en fonction des deux suites d’indices
ik′+1...im et jl′+1...jm caractérisant σm, a pour résultat deux couples (p − h, (i′k′+1...i′m)) ou
(−, (i′k′+1...i′m−1)), et (p−h′, (j′l′+1...j′m)) ou (−, (j′l′+1...j′m−1)), symbolisant le résultat de l’ap-
plication de l’opérateur bord d′′p par rapport à chacune des compositions d’opérateurs de dégénéres-
cence sik′+1 . . . sim et sjl′+1 . . . sjm .
Cette table de correspondance permet donc de déterminer en temps constant les matrices
Matk
′ ou k′−1,l′ ou l′−1
m−1 [τ
k′ ou τk
′
dp−h][µ′ ou µl
′
d′p−h′ ], comme l’illustre la figure 5.10f. Plus pré-
cisément, on détermine en temps constant l’élément de cette matrice correspondant aux suites
(i′k′+1...i
′
m) ou
(i′k′+1...i
′
m−1) et (j′l′+1...j
′
m) ou (j
′
l′+1...j
′
m−1) : c’est le (m− 1)-simplexe σmd′′p (Fig. 5.10g).
L’algorithme 1 résume l’ensemble des étapes de création des simplexes résultant du produit
cartésien et de définition de leurs bords. L’algorithme est optimal en temps, car le nombre de sim-
plexe créés est égal au nombre de simplexes de l’ensemble semi-simplicial U = (M, (d′′i )) =
S ⊗ T (i.e. |M | = ∑k+lm=0 |Mm|, avec |Mm| = ∑min(k,m)k′=max(0,m−l)∑min(l,m)l′=max(0,m−k′) |Kk′ | ∗ |Ll′ | ∗
Cm−k′m ∗ Cm−l
′
k′ ), et que la définition des m + 1 opérateurs de bord d′′i de chaque m-simplexe ré-
sultant se fait en temps constant (le nombre d’opérateurs de bord est égal à∑k+lm=1(m+1)|Mm|).
Remarquons qu’il suffit de connaître les dimensions k et l pour pouvoir construire une fois pour
toutes les tables de correspondance TCk
′,l′
m (p). On peut alors utiliser ces mêmes tables pour tous
les produits cartésiens de deux ensembles semi-simpliciaux quelconques de dimensions respec-
tives k et l.
L’algorithme 1 évite de recourir aux ensembles simpliciaux pour créer les simplexes résul-
tant du produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux. Rappelons que notre objectif final est
de définir le produit cartésien sur les chaînes de cartes fermées, pour utiliser ces dernières dans
notre modeleur. Or, les chaînes de cartes (et les autres structures cellulaires présentées dans la sec-
tion 5.3) sont équivalentes à des ensembles semi-simpliciaux d’un type particulier. L’algorithme 1
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va donc servir de “modèle” aux algorithmes de construction des structures cellulaires résultant
d’un produit cartésien.
Algorithme 1 : Produit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux.
Pour m ∈ [0, k + l] Faire
Créer la matrice triangulaire associée à la dimension m ;
Pour k′ ∈ [max(0,m− l),min(k,m)] Faire
Pour l′ ∈ [max(0,m− k′),min(l,m)] Faire
Si m 6= k + l Alors
Créer la matrice Matk
′,l′
m ;
Pour tout couple (τk′ , µl′), τk′ ∈ Kk′ , µl′ ∈ Ll′ Faire
Créer la table de liens Matk
′,l′
m [τk
′
][µl
′
] ;
Pour tout couple (ik′+1 . . . im, jl′+1 . . . jm) Faire
Créer le simplexe σm = ((τk′ , ik′+1 . . . im), (µl
′
, jl′+1 . . . jm)) ;
Si m 6= k + l Alors
Insérer σm dans Matk
′,l′
m [τk
′
][µl
′
] ;
Pour p ∈ [0,m] Faire
Rechercher dans la table de correspondance TCk
′,l′
m (p) le couple
(p− h, i′k′+1 . . . i′m) ou (−, i′k′+1 . . . i′m−1) et le couple
(p− h′, j′l′+1 . . . j′m) ou (−, j′l′+1 . . . j′m−1) ;
Récupérer le (m− 1)-simplexe du p-ième bord en utilisant une ta-
ble de liens Matk′ ou k′−1,l′ ou l′−1[τk′ ou τk′dp−h][µ′ ou µl
′
dp−h′ ]
et définir l’opérateur bord d′′p ;
Si m > 0 Alors
Supprimer les tables de liensMatk′ ou k′−1,l′ ou l′−1[τk′ ou τk′dp−h][µ′ ou µl
′
d′p−h′ ]
et les matrices Matk′ ou k′−1,l′ ou l′−1 ;
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5.3 Produit cartésien de structures cellulaires
Nous étudions dans cette section la définition du produit cartésien sur les structures cellulaires
dérivées de la notion de carte combinatoire. Ces structures peuvent être définies comme des en-
sembles semi-simpliciaux structurés en cellules par un mécanisme de numérotation des simplexes
de dimension 0 ([Lie94], [EL94]). En particulier, nous nous intéressons aux cartes généralisées
de dimension n (ou n-G-cartes), aux cartes orientées de dimension n (ou n-cartes, qui dérivent
des n-G-cartes), et aux n-chaînes de cartes fermées de dimension n (ou n-chaînes fermées), qui
dérivent également des n-G-cartes. Nous allons définir le produit cartésien (pour n > 0, le produit
cartésien à la dimension 0 étant trivial) sur ces structures, qui sont particulièrement représenta-
trices de toutes les structures cellulaires dérivées des cartes combinatoires. Ainsi, l’adaptation du
produit cartésien aux autres structures ne nécessitera pas d’autres mécanismes que ceux que nous
allons décrire.
La définition des structures cellulaires à partir des utilise des structures simpliciales intermé-
diaires (les ensembles semi-simpliciaux numérotés et les quasi-variétés cellulaires) dérivées des
ensembles semi-simpliciaux : il existe en effet une équivalence entre les quasi-variétés cellulaires
et les n-G-cartes qui permet de passer du domaine simplicial vers le domaine cellulaire (la fig-
ure 5.11 résume les étapes à parcourir pour passer des ensembles semi-simpliciaux aux structures
cellulaires).
Structures simpliciales
Ensembles semi-simpliciaux numérotés
Quasi-variétés cellulaires
Structures cellulaires
n-chaînes fermées
n-cartes
n-G-cartes
Ensembles semi-simpliciaux
FIG. 5.11 : Relations entre structures simpliciales et cellulaires.
Les ensembles semi-simpliciaux ne sont pas équivalents aux structures cellulaires. Pour adapter la
définition du produit cartésien, il faut utiliser les ensembles semi-simpliciaux numérotés et les
quasi-variétés cellulaires, qui dérivent de ces derniers. Les quasi-variétés cellulaires sont
équivalentes aux n-G-cartes, desquelles sont dérivées les n-chaînes et les n-cartes.
5.3.1 Quasi-variétés cellulaires et n-G-cartes
5.3.1.1 Quasi-variétés cellulaires
Les notions d’ensembles semi-simpliciaux numérotés, de quasi-variétés cellulaires, de n-G-
cartes et de n-chaînes fermées sont décrites dans [Lie94] et [EL94]. Nous nous contentons ici d’en
rappeler l’essentiel.
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Définition 9 [Lie94] : Un ensemble semi-simplicial numéroté S = (K, (di), ν) est un ensem-
ble semi-simplicial (K, (di)) de dimension k muni d’une application ν : K0 → [0, k] vérifiant,
pour tout p-simplexe principal τp ∈ K (0 ≤ p ≤ k) (Fig. 5.12a) :
– si p = 0, alors τpν = 0 ;
– si p > 0, l’ensemble des entiers associés aux sommets de τp est {0, . . . , p}.
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FIG. 5.12 : Numérotation des 0-simplexes d’ensembles semi-simpliciaux S1, S2 et S3.
Les 0-simplexes opposés à la i-face des simplexes principaux sont numérotés i. a) Les simplexes
principaux σ2 et ρ2 de S1 sont numérotés (0, 1, 2) et les faces σ2d0, σ2d1 et σ2d2 sont respectivement
numérotées (1, 2), (0, 2) et (0, 1) (idem pour les faces de ρ2). b-c) S2 et S3 ne sont pas numérotables.
b) Seuls les opérateurs de bord des simplexes principaux sont représentés. τ1 et µ1 sont principaux. Le
0-simplexe τ1d0 = µ1d1 ne peut pas être numéroté correctement. c) Le 2-simplexe ρ2 de S2
n’est pas complet : le 0-simplexe µ0 ne peut avoir deux numérotation distinctes.
Si la séquence de sommets associée à τp est [τp0 , . . . , τ
p
p ], on note (ν0, . . . , νp) la numérotation
de τp (où νi = τpi ν). Rappelons qu’à la séquence de sommets [τp0 , . . . , τ̂pi , ..., τpp ] correspond la
face τpdi, donc, à partir d’un p-simplexe τp numéroté (ν0, ..., νp), on peut définir les opérateurs
de bord di afin que τpdi soit numéroté (ν0, ..., ν̂i, ..., νp) (Fig. 5.12a).
Remarquons que tous les ensembles semi-simpliciaux ne sont pas numérotables : par exemple,
la figure 5.12b reprend l’ensemble semi-simplicial de la figure 5.12a, en ajoutant deux 1-simplexes
principaux τ1 et µ1 tels que τ1d1 = µ1d0 : le 0-simplexe correspondant devrait être numéroté à
la fois 0 et 1. Remarquons en outre que les simplexes principaux des ensembles semi-simpliciaux
numérotés, et donc tous les simplexes, sont forcément complets, sinon les numéros associés aux
0-simplexes ne seraient pas tous distincts (Fig. 5.12c). On peut alors définir la notion de cellule.
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Définition 10 [Lie94] : Soit τ0 un 0-simplexe numéroté (i), 0 ≤ i ≤ k, d’un ensemble semi-
simplicial numéroté de dimension k.
La cellule de dimension i (ou i-cellule) incidente à τ0 est l’ensemble des n-simplexes
(0 ≤ n ≤ i) de l’étoile de τ0, numérotés par des entiers de [0, i] (Fig. 5.13).
Le bord de la i-cellule est l’ensemble des simplexes appartenant au bord des simplexes de la
cellule, mais pas à la cellule elle-même.
Une i-cellule est dite ouverte si elle est privée de son bord, et fermée sinon.
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22
FIG. 5.13 : Ensemble semi-simplicial numéroté S de dimension 2.
a) Cellules de S (les opérateurs de bord et les numérotations des 1- et 2-simplexes ne sont pas
représentés). b) Les 0-cellules de S sont les 0-simplexes. Les 1−et 2-cellules (ouvertes) sont
entourées par des pointillés. c) Le bord (entouré par des pointillés) des cellules principales de S.
Le produit cartésien conserve la numérotation des ensembles semi-simpliciaux numérotés :
Théorème 4 : Soient S = (K, (di), ν) et T = (L, (d′i), ν ′) deux ensembles semi-simpliciaux
numérotés de dimensions respectives k et l.
U = S ⊗ T est un ensemble semi-simplicial numéroté de dimension k + l.
Preuve. Le produit cartésien de deux ensembles semi-simpliciaux est un ensemble semi-simplicial (cf. Déf.8).
Posons U = (M, (d′′i )). D’après le théorème 3, pour tout (k + l)-simplexe principal σk+l de U , il existe
τk ∈ S et µl ∈ T , simplexes principaux de dimensions respectives k et l, tels que σk+l ∈ τk ⊗k+l µl.
Tout k-simplexe (resp. l-simplexe) principal de S (resp. T ) est numéroté (0, ..., k) (resp. (0, ..., l)).
Soit l’application de numérotation ν′′ : K ′′0 → [0, k + l] associée à U telle que, pour tous τ0 ∈ K0 et
µ0 ∈ K ′0, ν′′(τ0, µ0) = ν(τ0) + ν′(µ0). Montrons que tout simplexe principal σk+l de U est numéroté
(0, ..., k + l) :
Soit σk+l = ((τk, ik+1...ik+l), (µl, jl+1...jl+k)). On associe à (τk, ik+1...ik+l) la numérotation
(ν0, ..., νk+l) telle que ν0 = 0, νk+l = k et νh = h− p pour tout h ∈ [1, k + l − 1], et p tel que ik+p < h
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et ik+p+1 ≥ h . De même, on associe à (µl, jl+1...jl+k) la numérotation (ν′0, ..., ν′l+k) telle que ν′0 = 0,
ν′l+k = l et ν
′
h = h− p pour tout h ∈ [1, k + l − 1] tel que jl+p < h et jl+p+1 ≥ h.
Les entiers de (ν0, ..., νk+l) et de (ν′0, ..., ν′l+k) forment une suite croissante (plus précisément, νp −
νp−1 = ν′p′ − ν′p′−1 = 0 ou 1, pour tout p ∈ [1, k] et tout p′ ∈ [1, l]).
Les entiers des suites ik+1...ik+l et jl+1...jl+k sont distincts et forment une partition de {0, ..., k+ l−
1} : pour tous νh de (ν0, ..., νk+l) et tous ν′h de (ν′0, ..., ν′l+k), νh = h− p ⇒ ν′h = h− (h− p) = p pour
tout h ∈ [1, k + l − 1] tel que ik+p < h et ik+p+1 ≥ h.
Soit [σk+l0 , ..., σ
k+l
k+l ] la séquence de sommets associée à σk+l ; alors ν′′(σ
k+l
h ) = νh + ν
′
h = h pour tout
h ∈ [0, k+ l], donc l’ensemble des nombres associés à [σk+l0 , ..., σk+lk+l ] forme une partition de [0, k+ l] ; en
termes d’opérateurs de bord, cela signifie que ν′′(σk+ld′′k+l...d̂′′p ...d′′0 = p) pour tout p ∈ [0, k + l], et que
σk+l−1 = σk+ld′′p est numéroté (0, ..., p̂, ..., k + l) pour tout p ∈ [0, k + l].
Les quasi-variétés cellulaires forment un sous-ensemble des ensembles semi-simpliciaux numérotés ;
elles sont définies de la manière suivante :
Définition 11 [Lie94] : Une quasi-variété cellulaire de dimension 0 est constituée d’un en-
semble de 0-simplexes numérotés 0, partitionné en composantes connexes contenant un ou
deux 0-simplexes. Une quasi-variété cellulaire de dimension n (n > 0) est définie constructi-
vement par application des opérations suivantes :
1. cône cellulaire : soit S = (K, (dj)j=0,...,n−1, ν) une quasi-variété cellulaire non vide de
dimension n− 1. Le cône cellulaire de S est une quasi-variété cellulaire
S′ = (K ′, (d′j)j=0,...,n, ν
′) de dimension n définie par :
(a) K ′ = K ∪K ′′ ∪ {σ0}, où :
– σ0 est un 0-simplexe ;
– K, K ′′ et {σ0} sont disjoints ;
– K ′′ est un ensemble de m-simplexes tel qu’il existe une bijection Φ associant un
(m− 1)-simplexe de K à un m-simplexe de K ′′, pour 1 ≤ m ≤ n ;
(b) Les opérateurs (d′j)j=0,...,n sont définis sur K ′ par :
– pour 0 ≤ j ≤ n− 1, d′j/K = dj ;
– pour tout m-simplexe σ′′m de K ′′, σ′′mdm = σ′′Φ−1 ;
– pour tout 1-simplexe σ′′1 de K ′′, σ′′1d0 = σ0 ;
– pour tout m-simplexe σ′′m de K ′′ et pour 0 ≤ j < m, σ′′md′j = σ′′mΦ−1djΦ.
(c) ν ′/K0 = ν, σ0ν ′ = n.
2. Identification de deux (n− 1)-cellules dans la quasi-variété cellulaire S de dimension n :
soient cn−11 et c
n−1
2 deux cellules fermées de S, de dimension n− 1, telles que chaque
(n− 1)-simplexe de cn−11 (resp. de cn−12 ) appartient au bord d’exactement un n-simplexe
de S, et telles qu’il existe un isomorphisme entre les simplexes de cn−11 et ceux de c
n−1
2 .
L’opération consiste à identifier chaque simplexe de cn−11 avec le simplexe correspondant
de cn−12 .
La figure 5.14 présente un exemple de construction d’une quasi-variété cellulaire de dimen-
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sion 2. On commence par créer des 0-simplexes (tous numérotés 0), et l’on forme des composantes
connexes en formant des singletons ou des paires de 0-simplexes (Fig. 5.14a). Pour chaque com-
posante connexe, la construction d’un cône cellulaire de dimension 1 consiste à créer un nouveau
0-simplexe σ0 numéroté 1, et à associer à chaque 0-simplexe τ0 de la composante connexe un
1-simplexe τ1 tel que τ1d0 = σ0 et τ1d1 = τ0 (Fig. 5.14b) : les opérateurs de bords respectent la
numérotation des ensembles semi-simpliciaux numérotés. Puis l’identification de 0-cellules per-
met de “fusionner” des composantes connexes de dimension 1 (Fig. 5.14c).
Le processus est répété pour le passage à la dimension 2 : pour chaque composante connexe,
la construction du cône cellulaire entraîne la création d’un 0-simplexe σ0 numéroté 2, et d’un 1-
simplexe τ1 (resp. 2-simplexe µ2) associé à chaque 0-simplexe τ0 (resp. 1-simplexe µ1) de chaque
composante connexe.
La séquence de sommets associée à chaque nouveau 1-simplexe τ1 est alors [τ0, σ0]. En notant
[µ00, µ
0
1] la séquence de sommets (numérotés 0 et 1) associée à µ1, la séquence de sommets associée
à chaque 2-simplexe µ2 est [µ00, µ01, σ0]. La définition des opérateurs de bord des simplexes créés
se déduit de la numérotation des ces simplexes. Par exemple, les 2-simplexes de la figure 5.14d
numérotés (0, 1, 2) ont pour opérateurs de bord d0, d1 et d2, correspondant respectivement aux
1-simplexes numérotés (1, 2), (0, 2) et (0, 1).
Enfin, l’identification de deux 1-cellules fermées du bord de deux composantes connexes permet
de “fusionner” ces composantes (Fig. 5.14e). Remarquons que par construction, au plus deux n-
cellules d’une quasi-variété cellulaire de dimension n partagent la même (n− 1)-cellule.
Comme nous l’avons évoqué dans l’introduction, les quasi-variétés cellulaires de dimension n
sont équivalentes aux n-G-cartes. Nous allons donner la définition des n-G-cartes puis comparer
ces dernières avec les quasi-variétés cellulaires avant de rappeler les principes de cette équivalence.
5.3.1.2 n-G-cartes
Les cartes généralisées de dimension n, ou n-G-cartes, permettent de modéliser la topologie de
subdivisions de quasi-variétés de dimension n, orientables ou non, avec ou sans bord ([Lie94]). La
notion de n-G-carte est définie par un type unique d’éléments abstraits, appelés brins, sur lesquels
agissent des opérateurs de base qui sont des involutions.
Définition 12 [Lie94] : Une carte généralisée de dimension n (ou n-G-carte) est un (n+ 2)-
uplet Gn = (Bn, αn0 , ..., αnn) tel que :
– Bn est un ensemble fini de brins ;
– pour 0 ≤ k ≤ n, l’opérateur αnk : Bn → Bn est une involution sur Bn, i.e. αnkαnk = Id ;
– pour 0 ≤ k < k + 2 ≤ l ≤ n, αnkαnl est une involution.
Gn est dite fermée (ou sans bords) si αnk est sans point fixe (0 ≤ k ≤ n), i.e pour tout brin
b ∈ Bn, on a bαnk 6= b ; sinon, Gn est dite ouverte (ou avec bords).
La figure 5.15 montre des exemples de n-G-cartes G0, G1 et G2.
Cette figure a été réalisée dans le but d’être comparée à la figure 5.14, afin de donner une idée
intuitive de l’équivalence entre les quasi-variétés cellulaires de dimension n et les n-G-cartes ;
informellement, on se rend compte que :
150 CHAPITRE 5. PRODUIT CARTÉSIEN DE STRUCTURES SIMPLICIALES ET CELLULAIRES
0
1
1
0
0
0
1
1
1
1
a) Composantes connexes b) Création de 1-simplexes c) Identification
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FIG. 5.14 : Construction d’une quasi-variété cellulaire de dimension 2.
La numérotation des 1- et 2-simplexes n’est pas représentée. a) Une quasi-variété cellulaire de
dimension 0 : les 0-simplexes d’une même composante connexe sont regroupés par des pointillés.
a-b) Cônes cellulaires créant les 0-simplexes numérotés 1 et les 1-simplexes numérotés (0, 1).
b-c) L’identification de 0-cellules est symbolisée par les doubles flèches. c-d) Cônes cellulaires
créant des 0-simplexes numérotés 2, des 1-simplexes numérotés (0, 2) et (1, 2),
et des 2-simplexes numérotés (0, 1, 2). d-e) Identification de 1-cellules.
– à chaque n-simplexe d’une quasi-variété cellulaire de dimension n correspond un brin d’une
n-G-carte.
– la construction d’un cône cellulaire pour passer d’une quasi-variété cellulaire de dimension
n à une autre de dimension n+ 1 a pour symétrique la transformation d’une n-G-carte Gn
en une (n+ 1)-G-carte Gn+1 de la manière suivante :
– on garde le même ensemble de brins pour les deux G-cartes ;
– chaque involution αni (0 ≤ i ≤ n) devient l’involution αn+1i ;
– l’involution αn+1n+1 est définie telle que tout bn+1 de Gn+1 est un point fixe par α
n+1
n+1.
– identifier deux (n−1)-cellules dans une quasi-variété cellulaire de dimension n correspond
à “lier des brins” de deux n-G-cartes par αnn.
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FIG. 5.15 : Exemples de n-G-cartes G0, G1 et G2.
Les brins sont symbolisés par des points. Les involutions αnk (0 ≤ k ≤ n) associant un brin à lui-même
sont représentées par une flèche circulaire. L’involution αn0 (resp. αn1 et αn2 ) associant deux brins différents
est symbolisée par un trait en pointillés (resp. un trait plein et deux traits pleins), pour n = 0, 1 ou 2.
a) Une 0-G-carte G0. b00 est un point fixe. b) La 1-G-carte G1 n’a que des points fixes par α11.
c) b11α11 = b12 et b13α11 = b14. d) La 2-G-carte G2 n’a que des points fixes par α22.
e) b21α22 = b22 et b23α22 = b24. On peut vérifier que b1α22α20 = b1α20α22.
5.3.1.3 Équivalence entre les quasi-variétés cellulaires et les G-cartes
L’équivalence entre quasi-variétés cellulaires et G-cartes repose sur la notion d’orbite.
Définition 13 : Soit Gn = (Bn, αn0 , ..., αnn) une n-G-carte. Soit bn un brin de Bn.
Soit Ψ = {αn0 , ..., αnn}. On note 〈Ψ〉 = 〈αn0 , ..., αnn〉 le groupe de permutations sur Bn engen-
dré par Ψ : informellement, 〈Ψ〉 est l’ensemble des permutations déduites de Ψ par applica-
tion de l’opération de composition.
Soit H ⊂ {0, ..., n}. Le groupe 〈αnh | h ∈ H〉 est noté 〈〉H . 〈〉H(bn) = {bnψ | ψ ∈ 〈〉H} est
l’orbite de bn relativement à H . Si H est vide, l’orbite de bn relative à Ψ est 〈〉(bn) = {bn}.
En d’autres termes, l’orbite 〈〉H(bn) est l’ensemble des brins (éventuellement égal au singleton
{bn}) que l’on peut “atteindre” à partir de bn en employant un nombre quelconque de compositions
des involutions αnh, pour tout h ∈ H . La notion de composante connexe associée à un brin bn s’en
déduit naturellement : elle est égale à l’orbite 〈〉N=[0,n](bn) (une G-carte est connexe si elle ne
possède qu’une seule composante connexe).
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On montre dans [Lie94] que les notions de n-G-cartes et de quasi-variétés cellulaires sont
équivalentes, i.e. qu’il existe une bijection entre ces deux ensembles. Le principe de cette équiva-
lence est rappelé ci-dessous :
Équivalence entre quasi-variétés cellulaires et n-G-cartes :
Soit S = ((K, (di)i=0,...,n, ν)) une quasi-variété cellulaire non vide de dimension n, et soit
Gn = (Bn, αn0 , ..., α
n
n) une n-G-carte, telles que S et Gn sont équivalentes.
Soit N = {0, ..., n}. Alors :
1. il existe φ, une bijection de K sur l’ensemble des orbites des brins bn de Bn telle que :
– pour tout h (0 ≤ h ≤ n), φ est une bijection de Kh sur l’ensemble des orbites
〈〉N−{h0,...,hh}(bn) ;
– si la numérotation d’un h-simplexe de Kh est (ν0, . . . , νh), alors l’ orbite associée à
ce simplexe est de la forme 〈〉N−{ν0,...,νh}(bn) ;
2. si n = 0, alors pour toute composante connexe {σ01, σ02} de S :
si σ01 6= σ02 , alors σ01φα00 = σ02φ ; sinon, σ0φα00 = σ0φ ;
3. soit n > 0 : ∀ bn ∈ Bn, ∀h > 0, ∀σh ∈ Kh, ∀ p (0 ≤ p ≤ h) :
si σhφ = 〈〉N−{ν0,...,νh}(bn), alors σhdpφ = 〈〉N−{{ν0,...,νh}−{νp}}(bn).
La figure 5.16 permet de mieux saisir cette notion : une quasi-variété cellulaire S = (K, (di), ν)
de dimension 2, comprenant en particulier les 2-simplexes τ21 ,...,τ211, est représentée dans la fig-
ure 5.16a. En reprenant les notations de la définition 5.3.1.3, on associe à S une 2-G-carte G2 =
(B2, α20, α
2
1, α
2
1) (Fig. 5.16b) de la manière suivante :
– Il existe une bijection φ entre les 2-simplexes numérotés (0, 1, 2), et les orbites 〈〉N−{0,1,2}(b2).
Donc τ2i φ = 〈〉∅(b2i ) = {b2i }. Ainsi, à tout simplexe principal d’une quasi-variété cellulaire
est associé un brin de la G-carte correspondante et réciproquement.
– Deux simplexes principaux τ2i et τ2j associés aux brins b2i et b2j sont tels que τ2i dp = τ2j dp ⇔
b2iα
2
p = b
2
j , pour p ∈ {0, 1, 2}.
– Chaque 1-simplexe de S numéroté (0, 1) (resp. (0, 2) et (1, 2)) est associé à une orbite
〈〉N−{0,1}(b2) = 〈α22〉(b2) (resp. 〈α21〉(b2) et 〈α20〉(b2)), pour b2 ∈ B2. De la même façon,
chaque 0-simplexe de S numéroté 0 (resp. 1 et 2) est associé à une orbite 〈〉N−{0}(b2) =
〈α21, α22〉(b2) (resp. 〈α20, α22〉(b2) et 〈α20, α21〉(b2)), pour b2 ∈ B2.
5.3.1.4 Produit cartésien de n-G-cartes
L’équivalence entre les quasi-variétés cellulaires et les G-cartes, et la définition 8 du pro-
duit cartésien d’ensembles semi-simpliciaux permettent de définir le produit cartésien de deux
G-cartes :
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FIG. 5.16 : Une quasi-variété cellulaire S de dimension 2 et la 2-G-carte G2 équivalente.
a) S est constituée des 2-simplexes τ21 , ..., τ211 et de leurs bords (les opérateurs de bord ne sont pas
représentés). b) À chaque simplexe τ2i de S correspond un brin b2i de G2. Deux brins distincts
b2i et b
2
j sont liés par α2p (0 ≤ p ≤ 2) si et seulement si les simplexes
correspondants τ2i et τ2j vérifient τ2i dp = τ2j dp.
Définition 14 : Soit la k-G-carte Gk = (Bk, αk0 , ..., αkk) et soit la
l-G-carte Gl = (Bl, αl0, ..., αll).
Gk ⊗Gl, le produit cartésien de Gk par Gl, est défini par Gk+l = (Bk+l, αk+l0 , ..., αk+lk+l),
tel que :
– Bk+l = {bk+l = ((bk, ik+1...ik+l), (bl, jl+1...jl+k))}, avec
bk ∈ Bk et bl ∈ Bl
0 ≤ ik+1 < ... < ik+l et 0 ≤ jl+1 < ... < jl+k
{ik+1, ..., ik+l} ∩ {jl+1, ..., jl+k} = ∅, {ik+1, ..., ik+l} ∪ {jl+1, ..., jl+k} = [0, k + l − 1]
– k + l = 0 : tout brin bk+l est de la forme ((bk,−), (bl,−)) où “−” symbolise une séquence
vide.
(14.1) αk+l0 est définie par : bk+lαk+l0 = ((bk,−), (bl,−)) = bk+l.
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– k + l > 0 : soient bk ∈ Bk, bl ∈ Bl. On pose Il = ik+1 . . . ik+l et Jk = jl+1...jl+k.
Soit bk+l = ((bk, Il), (bl, Jk)) ∈ Bk+l. αk+lp est définie par :
(14.2) αk+l0 :
{
si 0 ∈ Il, bk+lαk+l0 = ((bk, Il), (blαl0, Jk))
(syme´trique) si 0 ∈ Jk, bk+lαk+l0 = ((bkαk0 , Il), (bl, Jk))
αk+lp , pour 1 ≤ p < k + l :
(14.3)

si p− 1, p ∈ Il, bk+lαk+lp = ((bk, Il), (blαlp−h, Jk))
avec h tel que jl+h < p− 1 et jl+h+1 > p (on a toujours p− h > 0)
(sym.) si p− 1, p ∈ Jk, bk+lαk+lp = ((bkαkp−h, Il), (bl, Jk))
avec h tel que ik+h < p− 1 et ik+h+1 > p
(14.4)

si p− 1 ∈ Jk, p ∈ Il,
bk+lαk+lp = ((b
k, ik+1...p− 1p̂...ik+l), (bl, jl+1...p̂− 1p...jl+k))
(sym.) si p− 1 ∈ Il, p ∈ Jk,
bk+lαk+lp = ((b
k, ik+1...p̂− 1p...ik+l), (bl, jl+1...p− 1p̂...jl+k))
(14.5) αk+lk+l :
{
si k + l − 1 ∈ Il, bk+lαk+lk+l = ((bk, Il), (blαll, Jk))
(sym.) si k + l − 1 ∈ Jk, bk+lαk+lk+l = ((bkαkk, Il), (bl, Jk))
Pour tous brins bk ∈ Bk et bl ∈ Bl, on note bk ⊗ bl l’ensemble des brins ((bk, Il), (bl, Jk)).
Le théorème 5 montre que la définition 14 respecte les propriétés des G-cartes.
Théorème 5 : Le produit cartésien d’une k-G-carte par une l-G-carte est une (k + l)-G-carte.
Preuve. Soient Gk = (Bk, αk0 , ..., αkk) et Gl = (Bl, αl0, ..., αll) deux G-cartes de dimensions respectives
k et l. Soit Gk+l = Gk ⊗Gl = (Bk+l, αk+l0 , ..., αk+lk+l). Soient bk ∈ Bk, bl ∈ Bl et
bk+l = ((bk, Il), (bl, Jk)) ∈ Gk+l, avec Il = ik+1...ik+l et Jk = jl+1...jl+k.
Gk+l est une (k + l)-G-carte car les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Bk+l est un ensemble fini de brins :
Bk et Bl sont des ensembles finis de brins, contenant respectivement |Bk| et |Bl| brins. Chaque
couple de brins (bk, bl) ∈ Bk × Bl génère Ckk+l brins ((bk, Il), (bl, Jk)) caractérisés par les suites
Il et Jk. Donc l’ensemble Bk+l des brins créés par Gk ⊗Gl contient un nombre fini de brins, égal à
|Bk| ∗ |Bk| ∗ Ckk+l.
2. Pour tout p, 0 ≤ p ≤ k + l, αk+lp est une involution sur Bk+l :
Par définition des G-cartes, les opérateurs αkp de Gk (0 ≤ p ≤ k) et les opérateurs αlp (0 ≤
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p ≤ l) de Gl sont des involutions. Soit bk+l = ((bk, Il), (bl, Jk)). Nous distinguons les cas suiv-
ants (cf. Déf. 14) :
(a) Si p = 0, p = k + l ou si p− 1 et p sont dans la même suite d’entiers Il ou Jk, bk+lαk+lp peut
s’écrire : ((bkαkq , Il), (bl, Jk)) ou ((bk, Il), (blαlq, Jk)) pour une certaine valeur de q. Dans
tous ces cas, les suites d’entiers Il et Jk ne sont pas modifiées pour bk+l et bk+lαk+lp . Par
conséquent, Il et Jk ne sont pas modifiées en appliquant αk+lp une seconde fois, et bk+l(αk+lp )2
s’écrit alors ((bk(αkq )2, Il), (bl, Jk)) ou ((bk, Il), (bl(αlq)2, Jk)), donc bk+l(αk+lp )2 = bk+l.
(b) Si p− 1 et p sont dans des suites d’entiers différentes, appliquer αk+lp sur bk+l échange p− 1
et p dans Il et Jk. Appliquer αk+lp une seconde fois échange de nouveau p − 1 et p, donc
bk+l(αk+lp )
2 = bk+l.
3. Pour tous p, q, 0 ≤ p < p+ 2 ≤ q ≤ k + l, αk+lp αk+lq est une involution sur Bk+l :
Soient bk+l = ((bk, Il), (bl, Jk)) et les opérateurs αk+lp et αk+lq . Les cas suivants se présentent (les
autres cas se déduisent par symétrie) :
(a) bk+lαk+lp αk+lq = ((bkαkp′αkq′ , Il), (bl, Jk)) pour une certaine valeur de p′ et q′ : les entiers
p− 1, p, q − 1 et q appartiennent à Jk (cf.Déf. 14.3).
αkp′ et α
q′
k sont des involutions par hypothèse. Montrons que p′ < p′ + 2 ≤ q′.
Posons p′ = p−hp et q′ = q−hq. hp (resp. hq) est égal au nombre d’entiers de Il strictement
inférieurs à p (resp. q − 1), donc hq = hp + w, où w = |{ik′ ∈ Il tel que p < ik′ < q − 1}|.
Or w ≤ q− p+2, donc hq ≤ hp+ q− p+2⇔ p− hp+2 ≤ q− hq ⇔ p′+2 ≤ q′ : αkp′αkq′
est une involution, donc bk+l(αk+lp αk+lq )2 = ((bk(αkp′αkq′)2, Il), (bl, Jk)) = bk+l.
(b) bk+lαk+lp αk+lq = ((bkαkp′ , Il), (blαlq′ , Jk)). αkp′ et αlq′ sont des involutions, donc
bk+l(αk+lp α
k+l
q )
2
= ((bk(αkp′)
2, Il), (bl(αlq′)
2, Jk)) = bk+l.
(c) bk+lαk+lp αk+lq = ((bkαkp′ , I ′l), (bl, J ′k)). I ′l et J ′k sont les suites pour lesquelles on a échangé
les valeurs q − 1 et q dans Il et Jk : bk+l(αk+lp αk+lq )2 = ((bk(αkp′)2, Il), (bl, Jk)) = bk+l.
(d) bk+lαk+lp αk+lq = ((bk, I ′l), (bl, J ′k)) : p− 1 et p sont dans des suites Il et Jk différentes (idem
pour q− 1 et q). L’application de αk+lp αk+lq échange p− 1 et p d’une part, et q− 1 et q d’autre
part dans les suites considérées, donc bk+l(αk+lp αk+lq )2= bk+l.
La figure 5.17 représente un exemple de produit cartésien entre une 2-G-carte G2 et une 1-G-carte
G1, résultant en une 3-G-carte G3.
Un résultat important découle de la définition du produit cartésien des G-cartes : ce dernier
préserve l’équivalence entre quasi-variétés cellulaires et G-cartes, comme le montre le théorème
suivant.
Théorème 6 : Soient S = (K, (di), ν) et T = (L, (d′i), ν ′) deux quasi-variétés cellulaires de
dimensions respectives k et l, et soient Gk = (Bk, αk0 , ..., αkk) et Gl = (Bl, αl0, ..., αll) les
G-cartes équivalentes.
La (k + l)-G-carte Gk+l = Gk ⊗Gl est équivalente à la quasi-variété cellulaire U = S ⊗ T ,
de dimension k + l .
Preuve. Nous avons déjà montré que :
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FIG. 5.17 : Produit cartésien de G-cartes.
G2 (resp. G1) est une 2-G-carte (resp. 1-G-carte) où les brins b20, ..., b25 (resp. b10 et b11) sont des points fixes
sur α22 (resp. α11) ; ces involutions ne sont pas représentées. Les involutions α1 ou 20 (resp. α1 ou 21 ) sont
représentées par des pointillés (resp. un trait plein). La 3-G-carte G3 issue de G2 ⊗G1.
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Les involutions α32 sont représentées par des paires de traits pleins.
Tous les brins de G3 sont des points fixes sur α33, qui ne sont pas représentées.
1. Le produit cartésien Gk ⊗Gl est une (k + l)-G-carte (cf. Théorème 5).
2. Tout (k′+l′)-simplexe σk′+l′ deU est principal si et seulement si il existe deux simplexes principaux
τk
′
et µl
′ de S et T respectivement, tels que σk′+l′ ∈ τk′⊗k′+l′ µl′ (cf.théorème 3). U est une quasi-
variété cellulaire, donc les seuls simplexes principaux de U sont les simplexes de dimension k + l
(tous les autres simplexes sont faces de ces simplexes principaux).
3. Le produit cartésien de deux ensembles semi-simpliciaux numérotés est un ensemble semi-simplicial
numéroté (cf. théorème 4).
Montrons qu’il existe une bijection φ′′ entre les brins de Gk+l et les (k + l)-simplexes de
U = (M, (d′′i ), ν
′′).
1. Gk est équivalente à S, donc il existe une bijection φ : ∪j=0,...,kBkj → Kj définie par :
– ∀h0, ..., hj ∈ [0, k] : {〈〉[0,k]\{h0,...,hj}(bk)}
φ7→ τ j ;
– φ({〈〉[0,k]\{h0,...,hj}(bk)})dp = φ({〈〉[0,k]\{h0,...,chp,...,hj}(bk)}),
∀ bk ∈ Bk, ∀ j, p ∈ [0, k], ∀h0, ..., hj ∈ [0, k] ;
– ν(φ(〈〉[0,k]\{p}(bk))) = p, ∀ bk ∈ Bk.
2. Gl est équivalente à T : on définit une bijection φ′ : ∪j=0,...,kBlj → Lj de manière identique à φ.
Soient bk ∈ Bk, bl ∈ Bl et bk+l ∈ Bk+l tels que bk+l = ((bk, Il), (bl, Jk)) avec Il = ik+1...ik+l et
Jk = jl+1...jl+k.
Soit φ′′ : ∪j=0,...,kBk+l →M j une bijection définie par :
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φ′′(〈〉(bk+l)) = φ′′(〈〉((bk, Il), (bl, Jk)))
= ((φ(〈〉(bk)), Il), (φ′(〈〉(bl)), Jk))
où φ(〈〉(bk)) est le k-simplexe de S équivalent à bk, et φ′(〈〉(bl)) le l-simplexe de T équivalent à bl ;
remarquons que les (k + l)-simplexes résultant de l’application de φ′′ sur un brin de Bk+l sont
numérotés [0...k + l].
3. On étend φ′′ à la dimension k + l − 1 de la manière suivante :
∀ p ∈ [0, k + l],∀ bk+l ∈ Bk+l : 〈αk+lp 〉(bk+l) φ
′′
→ Mk+l−1
avec φ′′(〈〉(bk+l))d′′p = φ′′(〈αk+lp 〉(bk+l)).
Montrons que φ′′ est une bijection de 〈αk+lp 〉(bk+l) sur Mk+l−1 pour tout p ∈ [k + l] :
(a) Soit bk+l ∈ Bk+l tel que bk+l = ((bk, Il), (bl, Jk)).
Montrons que φ′′ est une application bien définie.
Si bk+lαk+lp = bk+l, φ′′ est bien définie ; sinon, il faut montrer que φ′′(〈〉(bk+lαk+lp ))d′′0 =
φ′′(〈〉bk+l)d′′0 . Nous distinguons les cas suivants, les autres cas se déduisant par symétrie :
– αk+l0 : si 0 ∈ Il, bk+lαk+l0 = ((bk, Il), (blαl0, Jk)) (cf. Déf. 14.2 ).
donc φ′′(〈〉(bk+lαk+l0 ))d′′0 = φ′′(〈〉((bk, Il), (blαl0, Jk)))d′′0
= ((φ(〈〉(bk)), Il), (φ′(〈〉(blαl0)), Jk))d′′0
= ((φ(〈〉(bk)), ik+2 − 1...ik+l − 1), (φ′(〈〉(blαl0))d′0, jl+1 − 1...jl+k − 1))
= ((φ(〈〉(bk)), ik+2 − 1...ik+l − 1), (φ′(〈〉(bl))d′0, jl+1 − 1...jl+k − 1))
= φ′′(〈〉((bk, Il), (bk, Jk)))d′′0 = φ′′(〈〉(bk+l))d′′0 .
– αk+lp , 1 ≤ p < k + l :
i. Si p− 1, p ∈ Il, bk+lαk+lp def= ((bk, Il), (blαlp−h, Jk)), avec h tel que jl+h < p− 1 et
jl+h+1 > p (cf. Déf. 14.4).
En suivant le même raisonnement que pour αk+l0 , et en utilisant le fait que
(φ′(〈〉(blαlp−h))d′p−h, Jk) = (φ′(〈〉(blαl))d′p−h, Jk), on déduit que
φ′′(〈〉(bk+lαk+lp ))d′′p = φ′′(〈〉(bk+l))d′′p .
ii. Si p− 1 ∈ Il et p ∈ Jk,
φ′′(〈〉(bk+lαk+lp ))d′′p = φ′′(〈〉((bk, ik+1...p̂− 1 ik′ ...ik+l), (bl, jl+1...jl′ p̂...jl+k)))d′′p ,
avec ik′ = p et jl′ = p− 1 (cf. Déf. 14.3).
Donc φ′′(〈〉(bk+lαk+lp ))d′′p
= ((φ(〈〉(bk)), ik+1...p̂− 1ik′ ...ik+l), (φ′(〈〉(bl)), jl+1...jl′ p̂...jl+k))d′′p
=
(
(φ(〈〉(bk)), ik+1...ik′−1ik′+1 − 1...ik+l − 1),
(φ′(〈〉(bl)), jl+1...jl′−1jl′+1 − 1...jl+k − 1)
)
= ((φ(〈〉(bk)), ik+1...ik′ p̂...ik+l), (φ′(〈〉(bl)), jl+1...p̂− 1jl′ ...jl+k))d′′p
avec ik′ = p− 1, jl′ = p
= φ′′(〈〉((bk, Il), (bk, Jk)))d′′p = φ′′(〈〉(bk+l))d′′p
– αk+lk+l : si ik+l = k + l, bk+lα
k+l
k+l = ((b
k, Il), (blαll, Jk)) (cf. Déf. 14.5 ).
On montre de la même manière, en utilisant l’égalité φ′(〈〉(blαll, Jk))d′l = φ′(〈〉(bk, Jk))d′l,
que φ′′(〈〉(bk+lαk+lk+l))d′′p = φ′′(〈〉(bk+l))d′′k+l.
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(b) φ′′ est surjective :
Soit σk+l−1 ∈ Mk+l−1. Tout (k + l − 1)-simplexe est face d’un (k + l)-simplexe, donc il
existe p ∈ [0, k + l] et σk+l ∈ Mk+l tel que σk+ld′′p = σk+l−1. De plus, φ′′ est surjective de
〈〉(bk+l) sur Mk+l, donc il existe bk+l ∈ Bk+l tel que σk+l = φ′′(〈〉(bk+l)).
Donc σk+l−1 = σk+ld′′p = φ′′(〈〉(bk+l))d′′p = φ′′(〈αk+lp 〉(bk+l)).
(c) φ′′ est injective :
Remarquons que ∀ p, q ∈ [0, k + l],∀ bk+l1 , bk+l2 ∈ Bk+l, p 6= q ⇒ φ′′(〈αk+lp 〉(bk+l1 )) 6=
φ′′(〈αk+lq 〉(bk+l2 )), du fait de la numérotation des simplexes. Soient bk+l1 , bk+l2 ∈ Bk+l (bk+l1 6=
bk+l2 ), bk1 , bk2 ∈ Bk, bl1, bl2 ∈ Bl, Il = ik+1...ik+l, Jk = jl+1...jl+k, I ′l = i′k+1...i′k+l et
J ′k = j
′
l+1...j
′
l+k tels que b
k+l
1 = ((b
k
1 , Il), (b
l
1, Jk)), b
k+l
2 = ((b
k
2 , I
′
l), (b
l
2, J
′
k)).
Soient τk1 , τk2 ∈ Kk et µl1, µl2 ∈ Ll tels que φ′′(〈〉(bk+l1 )) = ((τk1 , Il), (µl1, Jk)) et φ′′(〈〉(bk+l2 ))
= ((τk2 , I
′
l), (µ
l
2, J
′
k)). Soit p ∈ [0, k + l] tel que
φ′′(〈αk+lp 〉(bk+l1 )) = φ′′(〈αk+lp 〉(bk+l2 )) ⇒ φ′′(〈〉(bk+l1 ))d′′p = φ′′(〈〉(bk+l2 ))d′′p
⇔ ((τk1 , Il), (µl1, Jk))d′′p = ((τk2 , I ′l), (µl2, J ′k))d′′p
= ((τk
′
, I ′′l′), (µ
l′ , J ′′k′))
en notant I ′′l′ = i
′′
k′+1...i
′′
k′+l′ et J
′′
k′ = j
′′
l′+1...j
′′
l′+k′ .
Nous distinguons deux cas principaux (les autres cas se déduisent par symétrie) :
i. p− 1 et p appartiennent à la même suite Il ou Jk.
Par exemple, si p−1, p ∈ Jk, k′ = k−1 et l′ = l, donc µl′ = µl1 et il existe p−h ∈ [0, k]
tel que τk′ = τk1 dp−h. De plus, p − 1, p ∈ J ′k, sinon les égalités k′ = k − 1 et l′ = l ne
seraient pas vérifiées ; par conséquent, I ′l = Il, J ′k = Jk, µl
′
= µl2 et τ
k′ = τk2 dp−h.
A. Par hypothèse, τk1 = φ(〈〉(bk1)) et τk2 = φ(〈〉(bk2)), donc τk1 dp−h = φ(〈αkp−h〉(bk1))
et τk2 d
′
p−h = φ(〈αkp−h〉(bk2)). Pour tout bk ∈ Bk, φ est injective de 〈αkp−h〉(bk) sur
Kk−1, donc 〈αkp−h〉(bk1) = 〈αkp−h〉(bk2).
B. µl1 = φ′(〈〉(bl1)) et µl2 = φ′(〈〉(bl2)), donc µl1 = µl2 ⇒ bl1 = bl2 car φ′ est injective de
〈〉(bl) sur Ll pour tout bl ∈ Ll.
bk+l1 6= bk+l2 , bl1 = bl2, Il = I ′l et Jk = J ′k ⇒ bk1 6= bk2 . De plus, 〈αkp−h〉(bk1) =
〈αkp−h〉(bk2) ⇒ bk1αkp−h = bk2 , donc, d’après la définition 14.4, bk+l1 αk+lp = bk+l2 ⇒
〈αk+lp 〉(bk+l1 ) = 〈αk+lp 〉(bk+l2 ).
ii. p− 1 et p appartiennent à deux suites différentes.
Par exemple, p − 1 ∈ Il et p ∈ Jk : alors k′ = k − 1 et l′ = l − 1, τk′ = τk1 = τk2 et
µl
′
= µl1 = µ
l
2, donc bk1 = bk2 et bl1 = bl2. Par hypothèse, bk+l1 6= bk+l2 , donc Il 6= I ′l
et Jk 6= J ′k : l’égalité ((τk1 , Il), (µl1, Jk))d′′p = ((τk2 , I ′l), (µl2, J ′k))d′′p est conservée si et
seulement si I ′l = ik+1...p̂− 1 p...ik+l et J ′k = jl+1...p− 1 p̂...jl+k.
Donc bk+l1 αk+lp = b
k+l
2 ⇒ 〈αk+lp 〉(bk+l1 ) = 〈αk+lp 〉(bk+l2 ).
4. Nous étendons maintenant φ′′ de la même manière pour toutes les dimensions comprises entre k +
l − 2 et 0 par récurrence, dans le sens décroissant des dimensions.
Supposons que φ′′ a été définie de la dimension k + l à la dimension j ; en particulier, pour la
dimension j, nous notons Ak+l la séquence d’involutions définie par :
〈Ak+l〉(bk+l) = 〈〉[0,k+l]−{h0,...,hp,...hj}(bk+l),∀ bk+l ∈ Bk+l,∀h0, ..., hj ∈ [0, k + l]
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φ′′ est une bijection de 〈Ak+l〉(bk+l) sur M j . Notons 〈Ak+lp 〉(bk+l) la séquence d’involutions
〈〉
[0,k+l]−{h0,...,chp,...hj}(bk+l). On étend φ′′ à la dimension j − 1 par :
〈Ak+lp 〉(bk+l) φ
′′
→M j−1,∀ bk+l ∈ Bk+l,∀h0, ..., hj ∈ [0, k + l]
φ′′(〈Ak+l〉(bk+l))d′′p = φ′′(〈Ak+l, αk+lp 〉(bk+l)) = φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l))∀ p ∈ [0, k + l].
(a) φ′′ est bien définie à la dimension j − 1 :
Il faut montrer que ∀ bk+l2 ∈ 〈Ak+lp 〉(bk+l1 ), φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l2 )) = φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l1 )).
i. Si bk+l2 ∈ 〈Ak+l〉(bk+l1 ), bk+l2 ∈ 〈Ak+lp 〉(bk+l1 ) pour tout p ∈ [0, k + l].
φ′′(〈Ak+l〉(bk+l2 )) = φ′′(〈Ak+l〉(bk+l1 )) par hypothèse de récurrence, donc
φ′′(〈Ak+l〉(bk+l2 ))d′′p = φ′′(〈Ak+l〉(bk+l1 ))d′′p pour tout p ∈ [0, k + l] .
ii. Si bk+l2 /∈ 〈Ak+l〉(bk+l1 ), bk+l2 ∈ 〈Ak+lp 〉(bk+l1 ) ⇔ ∃ bk+l3 , bk+l4 ∈ Bk+l tels que bk+l3 ∈
〈Ak+l〉(bk+l1 ), bk+l4 ∈ 〈Ak+l〉(bk+l2 ) et bk+l3 αk+lp = bk+l4 .
Les égalités φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l3 )) = φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l1 )) et φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l4 )) =
φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l2 )) sont vérifiées (cf. cas précédent).
bk+l3 α
k+l
p = b
k+l
4 ⇔ 〈αk+lp 〉(bk+l3 ) = 〈αk+lp 〉(bk+l4 )⇒ φ′′(〈αk+lp 〉(bk+l3 )) =
φ′′(〈αk+lp 〉(bk+l4 )) car φ′′ est injective à la dimension k + l.
φ′′(〈αk+lp 〉(bk+l3 ))d′′q = φ′′(〈αk+lp 〉(bk+l4 ))d′′q pour tout q ∈ {0, k + l} − {p}, donc
φ′′(〈αk+lp , αk+lq 〉(bk+l3 )) = φ′′(〈αk+lp , αk+lq 〉(bk+l4 )) par hypothèse de récurrence. En réitérant
ce processus, on en déduit que φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l3 )) = φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l4 )), donc
φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l1 )) = φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l2 )).
(b) φ′′ est surjective :
Il faut montrer que ∀σj−1 ∈M j−1, ∃ {hp1 , ..., hpm} ⊆ {0, ..., k+ l} et bk+l ∈ Bk+l tels que
{h0, ..., ĥp, ..., hj}∩{hp1 , ..., hpm} = ∅,m = k+l+1−j et σj−1 = φ′′(〈αk+lhp1 , ..., α
k+l
hpm
〉(bk+l)).
Soit σj ∈ M j . Par hypothèse de récurrence, il existe σk+l ∈ M l, une suite décroissante
d’opérateurs de bord d′′h′k+l ...d
′′
h′j+1
telle que σj = σk+ld′′h′k+l ...d
′′
h′j+1
, et bk+l ∈ Bk+l tels que
σk+l = φ′′(〈〉(bk+l)) et σj−1 = φ′′(〈αk+lh′j+1 , ..., α
k+l
h′k+l
〉(bk+l)).
Soit σj−1 ∈ M j−1. Tout (j − 1)-simplexe est face d’un j-simplexe, donc il existe d′′p (0 ≤
p ≤ j) tel que σj−1 = σjd′′p . On pose h′k+l = hp1 , ..., h′j+2 = hpm−1 et h′j+1 = hpm : alors
σj−1 = σk+ld′′h′k+l ...d
′′
h′j+1
d′′p = σ
k+ld′′h′k+l ...d
′′
h′j+1
⇔ σj−1 = φ′′(〈αk+lhp1 , ..., α
k+l
hpm
〉(bk+l)).
(c) φ′′ est injective :
Montrons que φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l1 )) = φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l2 )) ⇒ 〈Ak+lp 〉(bk+l1 ) = 〈Ak+lp 〉(bk+l2 )
∀ bk+l1 , bk+l2 ∈ Bk+l. Par définition,
φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l1 )) = φ′′(〈Ak+lp 〉(bk+l2 ))⇔ φ′′(〈Ak+l〉(bk+l1 ))d′′p = φ′′(〈Ak+l〉(bk+l2 ))d′′p :
– Si φ′′(〈Ak+l〉(bk+l1 )) = φ′′(〈Ak+l〉(bk+l2 )), alors, par hypothèse de récurrence,
〈Ak+l〉(bk+l1 ) = 〈Ak+l〉(bk+l2 ), donc 〈Ak+lp 〉(bk+l1 ) = 〈Ak+lp 〉(bk+l2 ).
– Sinon, il existe bk+l3 ∈ 〈Ak+l〉(bk+l1 ), bk+l4 ∈ 〈Ak+l〉(bk+l2 ) et p′ ∈ {h0, ..., hp, ...hj} tels
que bk+l3 α
k+l
p′ = b
k+l
4 (U est une quasi-variété cellulaire). En reprenant le raisonnement util-
isé à la dimension k+ l− 1, on déduit que p′ = p, et donc 〈αk+lp 〉(bk+l3 ) = 〈αk+lp 〉(bk+l4 )⇒
〈Ak+lp 〉(bk+l3 ) = 〈Ak+lp 〉(bk+l4 )⇒ 〈Ak+lp 〉(bk+l1 ) = 〈Ak+lp 〉(bk+l2 ).
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5.3.1.5 Algorithme de construction
L’algorithme 2 se déduit directement de celui décrit pour les ensembles semi-simpliciaux. Plus
précisément, soient Gk = (Bk, αk0 , . . . , αkk) et Gl = (Bl, αl0, . . . , αll) deux G-cartes de dimen-
sions respectives k et l, et soit Gk+l = (Bk+l, αk+l0 , . . . , α
k+l
k+l) = G
k⊗Gl. Les brins résultants du
produit cartésien de deux brins particuliers bk1 par bl1 sont de la forme ((bk1, Il), (bl1, Jk)), en posant
Il = ik+1...ik+l et Jk = jl+1...jl+k. On accède aux brins de Gk+l en utilisant une unique matrice
bidimensionnelle Mat (Fig. 5.18a), où chaque ligne correspond à un brin bk1 de Bk, et chaque
colonne correspond à un brin bl1 de Bl (une double boucle sur les brins de Bk et de Bl suffit pour
créer Mat). Chaque élément de Mat est un tableau unidimensionnel Mat[bk1][bl1] contenant les
Ckk+l brins ((bk1, Il), (bl1, Jk)) (Fig. 5.18b). Ces brins sont stockés en ordre lexicographique sur Il
(N.B. : on utilise un tableau unidimensionnel, car la donnée de Il définit Jk = [0, k+ l− 1− Il]).
En se référant à la définition 14, l’application de l’opérateur αk+lp (0 ≤ p ≤ k + l) sur un brin
((bk1, Il), (b
l
1, Jk)) résulte en un autre brin ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) de Gk+l, qui prend l’une des formes
suivantes : ((bk1αkp′ , Il), (bl1, Jk)), ((bk1, Il), (bl1αlp′′ , Jk)) ou ((bk1, I ′l), (bl1, J ′k)), pour une certaine
valeur de p′ (de nouveau, J ′k se déduit de I ′l ).
On utilise une unique table de correspondance, TC, pour déterminer quels sont les brins reliés
par les involutions αk+lp (Fig. 5.18c). Concrètement, TC est un tableau bidimensionnel à Ckk+l
lignes et k + l + 1 colonnes : chaque ligne correspond à une séquence Il, et chaque colonne
correspond à une involution αk+lp , 0 ≤ p ≤ k + l. La valeur retournée par TC[Il][p] est un triplet
(p′ ou −, p′′ ou −, I ′l). Les deux premiers termes de ce triplet permettent de déterminer, pour tout
couple de brins (bk1, bl1) de Mat[bk1][bl1], quel est le tableau Mat[bk2][bl2], et le troisième terme (la
suite I ′l ) permet d’identifier le brin ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) à l’intérieur de Mat[bk2][bl2] (Fig. 5.18d).
Notons qu’il suffit de connaître les valeurs de k et l pour définir la table de correspondance TC
sans se soucier du nombre de brins de Gk et Gl : TC est donc construite une fois pour toutes avant
d’entamer la création des brins de Gk+l.
L’Algorithme 2 reprend les différentes étapes de la construction de Gk+l, en supposant la table
de correspondance déjà construite. Cet algorithme est optimal en nombre d’opérations de création,
puisque le nombre de brins créés est égal au nombre de brins de la (k + l)-G-carte résultante
(i.e. |Bk+l| = |Bk| ∗ |Bl| ∗Ckk+l), et que la définition des k+ l+1 opérateurs αk+lp pour un brin de
Bk+l se fait en temps constant. Plus précisément, dès qu’un brin ((bk1, Il), (bl1, Jk)) de Mat[bk1][bl1]
vient d’être créé, on accède via TC à son image par αk+lp ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) appartenant à un
certain tableau Mat[bk2][bl2]. Si les brins de Mat[b′k][b′l] n’ont pas encore été créés, on attend
que Mat[bk2][bl2] soit construit, puis on définit l’image de ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) par αk+lp , i.e. le brin
((bk1, Il), (b
l
1, Jk)). La complexité totale de l’algorithme est donc en o((k + l + 1) ∗ |Bk+l|).
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Algorithme 2 : Construction de Gk+l = Gk ⊗Gl.
Créer Mat contenant |Bk| lignes et |Bl| colonnes;
Pour tous les brins bk1 correspondants aux lignes de Mat Faire
Pour tous les brins bl1 correspondants aux colonnes de Mat Faire
Créer Mat[bk1][bl1] = {((bk1, Il), (bl1, Jk))} par énumérations successives des
suites Il;
/* Définition des involutions αk+lp . */
Pour chaque suite Il de Mat[bk1][bl1] Faire
Pour p ∈ [0, k + l] Faire
Récupérer (p′ ou −, p′′ ou −, I ′l) dans la table de correspondance TC, en
fonction de Il;
Déduire la suite J ′l à partir de I ′l ;
Soit ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) = ((bk1αkp′ , Il), (bl1, Jk)), ((bk1, Il), (bl1αlp′′ , Jk)) ou
((bk1, I
′
l), (b
l
1, J
′
k));
Si Mat[bk2][bl2] a déjà été construit Alors
Poser ((bk1, Il), (bl1, Jk))αk+lp ←((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) et réciproquement ;
((bk1 , Il), (b
l
1, Jk))
b) Mat[bk][bl]a) Mat
αk+lpBk1
((bk2 , I
′
l), (b
l
2, J
′
k)) ?
blnb
l
1b
l
0
Bl
bkm
bk
bk0
((bk1 , Il), (b
l
1α
l
p′′ , Jk))
((bk1 , I
′
l), (b
l
1, J
′
k))
((bk1α
k
p′ , Il), (b
l
1, Jk))
αk+lk+l
c) Table de correspondance
Il
d) Mat[b′k][b′l]
((bk2 , I
′
l), (b
l
2, J
′
k))
αk+lpα
k+l
0
(p′ ou -, p′′ ou -, Il)
FIG. 5.18 : Étapes de la construction de Gk+l = Gk ⊗Gl.
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5.3.2 Cartes orientées de dimension n
Les cartes orientés de dimension n (ou n-cartes) permettent de modéliser la topologie de quasi-
variétés cellulaires orientées sans bords ([Lie94]). Il est utile de définir le produit cartésien de
n-cartes, car ces dernières représentent (avec les n-G-cartes et les chaînes de cartes) un échan-
tillon représentatif de l’ensemble des structures cellulaires. Nous présentons d’abord les notions
nécessaires à la définition du produit cartésien de n-cartes, qui s’appuie sur le produit cartésien
des n-G-cartes et sur les relations entre n-cartes et n-G-cartes. Puis nous donnons la définition
formelle du produit cartésien des n-cartes et l’algorithme de construction correspondant.
5.3.2.1 Définitions et propriétés
Définition 15 : Soit n ≥ 0. Une n-carte est un (n+ 1)-uplet Mn = (Bn, βn1 , βn2 ..., βnn)
tel que (Fig. 5.19a) :
– Bn est un ensemble fini de brins ;
– βn1 , β
n
2 ..., β
n
n sont des permutations sur Bn telles que :
– pour 2 ≤ k ≤ n, βnk est une involution sur Bn ;
– pour 1 ≤ k < k + 2 ≤ l ≤ n, βnkβnl est une involution.
La n-carte inverse de Mn est Mnφ = (Bnφ, (βn1 )−1, βn2 ..., βnn), où φ est une bijection Bn
vers Bnφ (Fig. 5.19b).
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FIG. 5.19 : Une 2-carte M2 = (B2, β21 , β22) (a) et sa 2-carte inverse M2φ = (B2φ, (β21)−1, β22) (b).
Chaque carte représente une quasi-variété cellulaire orientée de dimension 2. À chaque brin bi de B2
correspond un brin b′i de B2φ. La permutation β21 (resp. (β21)−1) est symbolisée par des flèches.
L’involution β22 est représentée par deux traits pleins joignant les brins.
On peut établir une correspondance entre les n-G-cartes et les n-cartes :
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Théorème 7 [Lie94] : Soit la n-G-carte Gn = (Bn, αn0 , ..., αnn), avec n ≥ 0.
OGn = (Bn, αn0α
n
1 , α
n
0α
n
2 , . . . , α
n
0α
n
n) est une n-carte, appelée n-carte de l’orientabilité de
Gn, telle que :
– OGn a au plus deux composantes connexes ;
– si Gn est ouverte, alors OGn a exactement une composante connexe ;
– si Gn est fermée, et si OGn a exactement deux composantes connexes CC1 et CC2, alors
CC1 est isomorphe à la n-carte inverse de CC2. Réciproquement, étant données deux
n-cartes Mn1 et M
n
2 , telles que Mn1 est isomorphe à la n-carte inverse de Mn2 , il est pos-
sible de construire une n-G-carte fermée Gn, telle que la n-carte de l’orientabilité de Gn
a exactement deux composantes connexes, isomorphes à Mn1 et Mn2 .
La définition de l’orientabilité des G-cartes est basée sur le théorème 7.
Définition 16 [Lie94] : Une n-G-carte Gn est orientable (resp. non orientable) si et seule-
ment si sa n-carte de l’orientabilité OGn a deux composantes connexes (resp. une seule com-
posante connexe).
[Lie94] propose la méthode suivante pour construire la n-G-carte associée à une n-carte :
Soit la k-carteMk = (Bk, βk1 , ..., βkk). On lui associe sa k-carte inverseMkφ = (Bkφ, β
kφ
1 , ..., β
kφ
k )
par la bijection φ : Bk → Bkφ, telle que, en notant bkφ = bkφ :
– ∀ bk ∈ Bk, (bkβk1φ) = bkφ(βkφ1 )−1 ;
– ∀ i > 1, (bkβki )φ = bkφβkφi .
La k-G-carte Gk = (Bk∗ = Bk ∪Bkφ, αk0 , ..., αkk) associée à Mk et Mkφ est définie par :
– αk0/B
k = φ, αk0/B
kφ = φ−1 ;
– ∀ i > 0, αki /Bk = φβkφi , αki /Bkφ = φ−1βki .
La figure 5.20 illustre cette méthode en représentant la 2-G-carte G2 = (B2G, α20, α21, α22) associée
à la 2-carte M2 = (B2, β21 , β22) de la figure 5.19 et à sa 2-carte inverse M2φ = (B2φ, (β21)−1, β22).
Par construction, B2G = B2 ∪B2φ et, à chaque brin b2 ∈ B2G, on associe les brins images b2α20 =
b2φ, b2α21 = b
2φβ21 et b
2α22 = b
2φβ22 .
Le Théorème 7 permet de proposer une définition constructive du produit cartésien de cartes à
partir du produit cartésien des G-cartes, en suivant les étapes ci-dessous :
1. Étant donnée une k-carte connexe Mk = (Bk, βk1 , . . . , βkk ), on définit sa k-carte inverse
Mkφ, puis l’on construit la k-G-carte Gk = (Bk∗, αk0 , . . . , αkk) associée à Mk. On procède
de même pour définir la l-G-carte Gl = (Bl∗, αl0, . . . , αll) associée à la l-carte M l =
(Bl, βl1, . . . , β
l
l).
2. On génère la (k + l)-G-carte Gk+l = Gk ⊗Gl = (Bk+l∗, αk+l0 , . . . , αk+lk+l) ;
3. À partir de Gk+l, on détermine les deux composantes connexes de la (k + l)-carte de l’ori-
entabilité de Gk+l, et la (k + l)-carte Mk+l correspondant au produit cartésien de Mk par
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FIG. 5.20 : 2-G-carte G2 = (B2G, α20, α21, α22 construite à partir des 2-carte M2 et M2φ de la figure 5.19.
Les involutions α2p ( 0 ≤ p ≤ 2) de G2 sont définies en fonction de φ, β21 et β22 .
Par exemple, b21α20 = b21φ = b
2φ
1 , b
2
1α
2
1 = b
2
1φβ
2
1 = b
2φ
7 et b
2
1α
2
2 = b
2
1φβ
2
2 = b
2φ
8 .
M l est définie en fonction de l’une de ces composantes connexes (le choix de la composante
connexe sera explicité lors de la description du produit cartésien des G-cartes).
Cette manière de procéder n’est bien sûr pas optimale, dans la mesure où elle nécessite, à partir
des cartes initiales Mk et M l, d’utiliser explicitement des G-cartes pour créer la carte Mk+l. Nous
allons donc proposer un algorithme efficace de création de Mk+l, mais il faut au préalable prouver
que la méthode de construction de Mk+l est correcte, i.e. que le produit cartésien de deux cartes
est une carte. Nous allons utiliser les propriétés sur les G-cartes énoncées dans le théorème 8 pour
définir le produit cartésien de cartes.
Théorème 8 : Soient Gk = (Bk, αk0 , . . . , αkk) et Gl = (Bl, αl0, . . . , αll) deux G-cartes de
dimensions respectives k et l. Soit Gk+l = Gk ⊗Gl = (Bk+l, αk+l0 , . . . , αk+lk+l) : alors
1. Gk et Gl sont fermées si et seulement si Gk+l est fermée.
2. Gk et Gl sont connexes si et seulement si Gk+l est connexe.
3. Gk et Gl sont orientables si et seulement si Gk+l est orientable.
Preuves.
1. Gk et Gl sont fermées si et seulement si Gk+l est fermée :
Supposons Gk et Gl fermées, i.e. bkαkp 6= bk ∀ bk ∈ Bk, ∀ p, 0 ≤ p ≤ k (idem pour les brins bl de
Bl). Soient les brins bk ∈ Bk, bl ∈ Bl et bk+l ∈ Bk+l tels que bk+l = ((bk, Il), (bl, Jk)).
Par définition du produit cartésien de G-cartes, bk+lαk+lp (0 ≤ p ≤ k + l) peut s’écrire sous l’une
des formes suivantes : ((bkαkp′ , Il), (bl, Jk)), ((bk, Il), (blαlp′′ , Jk)) ou ((bk, I ′l), (bl, J ′k)) pour une
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certaine valeur de p′ et p′′. Par conséquent, bk+lαk+lp 6= bk+l car bkαkp′ 6= bk dans le premier cas,
blαlp′′ 6= bl dans le deuxième, et I ′l 6= Il et J ′k 6= Jk dans le dernier cas.
Réciproquement, supposons Gk+l fermée et Gk ouverte, i.e. ∃ p′ ∈ [0, k] et bk ∈ Bk tel que bkαkp′ =
bk. Montrons qu’il existe p ∈ [0, k + l] tel que Gk+l est ouverte sur αk+lp . Soient bl ∈ Bl et
bk+l ∈ Bk+l tels que bk+l = ((bk, Il), (bl, Jk)) :
(a) si p′ = 0, on pose p = 0 : bk+lαk+l0 = ((bkαk0 , Il), (bl, Jk)) = ((bk, Il), (bl, Jk)) pour toutes
les suites Il et Jk telles que 0 ∈ Jk (cf. Déf. 14.2), donc Gk+l est ouverte sur αk+l0 .
Pour p′ = k, on pose p = k + l et on montre de la même manière que Gk est fermée sur αkk
pour toutes les suites Il et Jk telles que k + l − 1 ∈ Jk (Déf. 14.5) ;
(b) si 1 ≤ p′ ≤ k − 1, on peut construire une suite Il = ik+1...ik+l telle que, pour tout ik′ ∈ Il,
ik′ > p
′ (éventuellement, si p′ = k − 1, alors Il = k k + 1...k + l − 1). Il suffit de poser
p = p′ : bk+lαk+lp = ((b
kαkp′ , Il), (b
l, Jk)) (cf. Déf. 14.3), donc Gk+l est ouverte sur αk+lp .
2. Gk et Gl sont connexes si et seulement si Gk+l est connexe :
Supposons Gk et Gl connexes, et soient deux brins bk+l1 et b
k+l
2 de Bk+l tels que b
k+l
1 =
((bk1 , Il), (b
l
1, Jk)), b
k+l
2 = ((b
k
2 , I
′
l), (b
l
2, J
′
k)) et b
k+l
1 6= bk+l2 .
(a) Si bk1 = bk2 et bl1 = bl2, alors (Il, Jk) 6= (I ′l , J ′k). Il existe une séquence αk+lp0 . . . αk+lpn telle
que bk+l1 αk+lp0 . . . α
k+l
pn = b
k+l
2 : en effet, la double suite (I ′l , J ′k) se déduit de (Il, Jk) par une
séquence d’échanges, chaque échange de deux valeurs p et p−1 entre les termes d’une double
suite correspondant à l’application d’une involution αk+lp , pour 0 ≤ p ≤ k+l−1 (cf. Déf. 14.4
et Fig. 5.21). Par exemple, l’échange des plus petites valeurs p et p − 1 entre les suites de
(i′k+1 . . . p . . . i
′
k+l, j
′
l+1 . . . p−1 . . . j′l+k) a pour résultat la double suite (i′k+1 . . . p−1 . . . i′k+l,
j′l+1 . . . p . . . j
′
l+k). Il est donc possible, à partir de toute double suite (Il, Jk), d’obtenir la
double suite canonique (0 . . . l−1, l . . . l+k−1) par une suite de tels échanges ; puis, à partir
de (0 . . . l−1, l . . . l+k−1), on obtient (I ′l , J ′k) avec une nouvelle séquence d’échanges. bk+l2
est donc le résultat d’une composition d’involutions appliquées sur bk+l1 .
(b) Si (bk1 , bl1) 6= (bk2 , bl2), supposons bl1 = bl2 et soit p′ ∈ [0, k] tel que bk1αkp′ = bk2 . Montrons que
pour toute double suite (Il, Jk), il existe p0, ..., pq ∈ [0, k + l] et la double suite (I ′l , J ′k) tels
que ((bkαk, Il), (bl, Jk)) = ((bk, I ′l), (bl, J ′k))αk+lp0 ...α
k+l
pn pour tous b
k, bl.
– Si p′ = 0, ou bien 0 ∈ JK , et donc ((bkαk0 , Il), (bl, Jk)) = ((bk, Il), (bl, Jk))αk+l0 (cf. Déf. 14.2
) ; ou bien 0 ∈ Il, et on procède à une séquence d’échanges d’entiers entre Il et Jk, jusqu’à
obtenir une double suite (I ′l , J ′k) telle que 0 ∈ J ′k. Cette séquence d’échanges se traduit par
l’application d’une séquence d’involutions αk+lpn ...α
k+l
p0 sur ((b
kαk0 , Il), (b
l, Jk)). On peut
alors écrire ((bkαk0 , Il), (bl, Jk)) =
((bkαk0 , I
′
l), (b
l, J ′k))α
k+l
p0 ...α
k+l
pn = ((b
k, I ′l), (b
l, J ′k))α
k+l
0 α
k+l
p0 ...α
k+l
pn (l’ordre d’applica-
tion des involutions est inversé).
Le raisonnement est identique si p′ = k : ou bien k+ l− 1 ∈ Jk, et ((bkαkk, Il), (bl, Jk)) =
((bk, Il), (bl, Jk))αk+lk+l (cf. Déf. 14.5 ) ; ou bien k+ l−1 ∈ Il, et on recourt à une séquence
d’échanges d’entiers (correspondant à une séquence αk+lpn ...αk+lp0 ) pour obtenir le couple
(I ′l , J
′
k) tel que k + l − 1 ∈ J ′k.
Par conséquent, ((bkαkk, Il), (bl, Jk)) = ((bk, I ′l), (bl, J ′k))α
k+l
k+lα
k+l
p0 ...α
k+l
pn .
– Si 0 ≤ p′ ≤ k − 1, nous avons vu dans la démonstration de la première partie de ce
théorème que pour toute valeur de p′, on peut construire une suite I ′l = i′k+1...i′k+l telle
que, pour tout i′k′′ ∈ I ′l , i′k′′ > p′ ; il suffit de poser J ′k = [0, k + l − 1] − I ′l pour que
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FIG. 5.21 : Représentation graphique du passage de ((bk, Il), (bl, Jk)) à ((bk, I ′l), (bl, J ′k)) par échanges
d’entiers dans Il et Jk.
Les entiers de Il (resp. de Jk) sont symbolisés par une flèche horizontale (resp. verticale). a) On construit
un tableau à k lignes et l colonnes (ici, k = 2 et l = 4). Chaque brin ((bk, Il), (bl, Jk)) est représenté par
un chemin distinct dans le tableau, pour un couple (bk, bl) donné. Les diagonales du tableau (en pointillés)
symbolisent les involutions αk+lp , pour 1 ≤ p ≤ k + l − 1. b) Le chemin symbolisant
((bk, 0235), (bl, 14)). c) Les flèches “1” et “2” forment un “coude”, donc on échange 1 et 2 :
((bk, 0235), (bl, 14))α62 = ((b
k, 0135), (bl, 24)).
d) Échange de 2 et 3 : ((bk, 0135), (bl, 24))α63 = ((bk, 0125), (bl, 34)).
e) Échange de 4 et 5 : ((bk, 0125), (bl, 34))α65 = ((bk, 0124), (bl, 35)).
f) Échange de 3 et 4 : ((bk, 0124), (bl, 35))α65 = ((bk, 0123), (bl, 45)).
Le couple (0123, 45) est la double suite canonique.
l’égalité ((bkαkp′ , I ′l), (bl, J ′k)) =((bk, I ′l), (bl, J ′kα
k+l
p′ )) soit vérifiée, pour tous bk ∈ Bk et
bl ∈ Bl.
À partir du brin ((bkαkp′ , Il), (bl, Jk)), on obtient le brin ((bkαkp′ , I ′l), (bl, J ′k))αk+lpn ...αk+lp0
par une séquence d’échanges d’entiers entre les suites telle que i′k′′ > p′ pour tout i′k′′ ∈ I ′l .
Par conséquent, ((bkαkp′ , Il), (bl, Jk)) =((bkαkp′ , I ′l), (bl, J ′k))αk+lpq ...α
k+l
p0 =
((bk, I ′l), (b
l, J ′k))α
k+l
p′ α
k+l
p0 ...α
k+l
pn .
– Nous venons de démontrer que, pour tous brins bk+l1 = ((bk1αkp′ , Il), (bl1, Jk)) et b
k+l
2 =
((bk2 , I
′
l), (b
l
2, J
′
k)) de Bk+l (où bk1αkp′ = bk2 et bl1 = bl2), il existe une séquence d’involu-
tions αk+lpn ...α
k+l
p0 telle que b
k+l
1 = b
k+l
2 α
k+l
p0 ...α
k+l
pn . Puisque G
k et Gl sont connexes, il
existe deux séquences d’involutions αkm0 . . . α
k
mr et α
l
q0 . . . α
l
qs telles que, pour tous brins
bk1 , b
k
2 de Bk et tous brins bl1, bl2 de Bl, bk1αkm0 . . . α
k
mr = b
k
2 et b
l
2α
l
q0 . . . α
l
qs = b
l
2. En
appliquant les étapes de la démonstration ci-dessus sur une involution αkmi (0 ≤ i ≤ r) ou
αlqj (0 ≤ j ≤ s) à la fois, on conclut que, pour tous brins bk+l1 = ((bk1 , Il), (bl1, Jk)) et
bk+l2 = ((b
k
2 , I
′
l), (b
l
2, J
′
k)) de Bk+l, il existe une séquence d’involutions αk+lp0 ...α
k+l
pn telle
que bk+l1 = b
k+l
2 α
k+l
p0 ...α
k+l
pn .
Réciproquement, montrons que si Gk+l est connexe, alors Gk et Gl sont connexes.
Supposons Gk non connexe : il existe deux brins bk1 et bk2 de Gk tels que bk1αkm0 ...α
k
mr 6= bk2 pour
toute séquence d’involutions αkm0 ...α
k
mr .
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Soit ((bk1 , Il), (bl, Jk)) un brin de Gk+l. Pour toute séquence d’involutions αk+lp0 ...α
k+p
pn , il existe
deux séquences d’involutions αkm0 ...α
k
mr et α
l
q0 ...α
l
qs telles que
((bk1 , Il), (b
l, Jk))αk+lp0 ...α
k+p
pn = ((b
k
1α
k
m0 ...α
k
mr , I
′
l), (b
lαlq0 ...α
l
qs , J
′
k)). b
k
1α
k
m0 ...α
k
mr 6= bk2 par hy-
pothèse, mais le brin ((bk2 , I ′l), (blαlq0 ...α
l
qs , J
′
k) ∈ Gk+l, donc Gk+l n’est pas connexe : contradic-
tion avec l’hypothèse.
3. Gk et Gl sont orientables si et seulement si Gk+l est orientable :
Supposons Gk et Gl orientables : on peut partitionner Gk en deux composantes connexes d’après le
Théorème 7, telles que deux brins bk et bkαkp (0 ≤ p ≤ k) appartiennent à des composantes connexes
distinctes, comme l’illustre la figure 5.20 (idem pour les brins de Gl).
– Échanger les valeurs p − 1 et p entre deux suites Il et Jk revient à appliquer l’involution αk+lp
sur un brin bk+l = ((bk, Il), (bl, Jk)) de Bk+l. On appelle distance entre deux doubles suites le
nombre d’échanges de valeurs consécutives à effectuer pour passer d’une double suite à l’autre
(par exemple, dans la figure 5.21, le nombre d’échanges pour passer de (0235, 14) à la double suite
canonique (0123, 45) vaut 4). La parité (+ ou −) ρIJ d’une double suite (Il, Jk) est la parité de
la distance entre cette double suite et la double suite canonique ((0...k − 1), (k...k + l − 1)) : en
reprenant le même exemple, (0235, 14) est donc de parité paire (+).
– Soient deux brins bk1 et bl1 de Bk et Bl. Comme Gk et Gl sont orientables, on peut associer à cha-
cun de leurs brins une parité (+ ou −), dénotant simplement la composante connexe de la carte
des orientations à laquelle ces brins appartiennent (par conséquent, si bk1 (resp. bl1) est de parité +,
alors bk1αkp (resp. bl1αlp) est de parité −, et réciproquement).
Soient ρk1 et ρl1 les parités respectives de bk1 et bl1. La parité (+ ou−) d’un brin bk+l1 = ((bk1 , Il), (bl1, Jk))
de Bk+l est le produit des parités ρk1 , ρl1 et ρIJ . Tout brin de Gk+l a donc une parité unique, si
et seulement si Gk et Gl sont orientables. Nous notons ρk1 (resp. ρl1) l’inverse de la parité ρk1
(resp. ρl1).
Soit bk+l2 ∈ Bk+l et p ∈ [0, k+ l] tels que bk+l2 = bk+l1 αk+lp = ((bk2 , I ′l), (bl2, J ′k)). La parité ρk+l2
de bk+l2 est définie par :
– ρk+l2 = (ρ
k
1 ∗ ρl1 ∗ ρIJ ) si bk2 = bk1αkp−h, avec h tel que ik+h < p− 1 et ik+h+1 > p ;
– ρk+l2 = (ρ
k
1 ∗ ρl1 ∗ ρIJ ) si bl2 = bl1αlp−h, avec h tel que jl+h < p− 1 et jl+h+1 > p ;
– ρk+l2 = (ρ
k
1 ∗ρl1∗ρIJ ) si b1 = b2, b′1 = b′2, et p−1 et p n’appartiennent pas à la même séquence
Il ou Jk.
– On déduit immédiatement que les parités de tous les brins bk+l et bk+lαk+lp de Bk+l(0 ≤ p ≤
k + l) sont opposées. Tout brin ayant une unique parité, on peut partitionner Gk+l en exactement
deux composantes connexes : Gk+l est donc orientable.
Réciproquement, montrons que si Gk+l est orientable, alors Gk et Gl sont orientables.
Supposons Gk non orientable : alors il existe un brin bk ∈ Gk et une séquence impaire d’involutions
αkp1 ...α
k
p2n+1 tels que b
kαkp1 ...α
k
p2n+1 = b
k
.
– n = 0 : bkαkp1 = b
k
. Soient les suites croissantes d’entiers Il = k...k+ l− 1 et Jk = 0...k− 1. Il
et Jk sont bien définies : il existe bl ∈ Gl tel que ((bk, Il), (bl, jk)) ∈ Gk+l.
(a) Si 0 ≤ p1 < k, ((bk, Il), (bl, jk))αk+lp1 = ((bkαkp1 , Il), (bl, jk)) (cf. Déf. 14.2 et 14.3
). Or bkαkp1 = bk, donc il existe une involution αk+lp1 telle que ((bk, Il), (bl, jk))αk+lp1 =
((bk, Il), (bl, jk)) : Gk+l n’est pas orientable.
(b) Si p1 = k, on construit les suites croissantes d’entiers I ′l = k− 1...k+ l− 2 et J ′k = 0...k−
2 k+ l− 1 par échanges successifs d’entiers entre les suite Il et Jk définies ci-dessus, en ap-
pliquant la séquence d’involutions αk+lk ...α
k+l
k+l−1 sur le brin ((bk, Il), (bl, jk)) (cf. Déf. 14.4
). Alors
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((bk, Il), (bl, jk))αk+lk ...α
k+l
k+l−1α
k+l
k+lα
k+l
k+l−1...α
k+l
k = ((b
kαkk, Il), (b
l, jk))
= ((bk, Il), (bl, jk))
Il y a 2l+ 1 involutions dans la séquence d’involutions appliquées à ((bk, Il), (bl, jk)), donc
Gk+l n’est pas orientable.
– Ce raisonnement s’étend directement à un quelconque nombre impair d’involutions : à une in-
volution αkpi appliquée à b
k correspond un nombre impair d’involutions αk+lq1 ...α
k+l
q2r+1 . Donc au
nombre impair d’involutions de la séquence αkp1 ...α
k
p2n+1 appliquées à b
k correspond un nombre
impair de séquences d’involutions appliquées à ((bk, Il), (bl, jk)), d’où le résultat.
Les opérateurs βk+lp (1 ≤ p ≤ k+ l) de la (k+ l)-carte de l’orientabilité de Gk+l s’expriment
en fonction des involutions αk+l0 et αk+lp . Soit bk+l = ((bk, Il), (bl, Jk ∈ Bk+l)), avec Il =
ik+1...ik+l et Jk = jl+1...jl+k. La définition 14 permet d’énumérer les cas suivants :
– βk+l1 = α
k+l
0 α
k+l
1 :
1. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.3) :{
si 0, 1 ∈ Il, bk+lβk+l1 = ((bk, Il), (blαl0αl1, Jk))
(syme´trique) si 0, 1 ∈ Jk, bk+lβk+l1 = ((bkαk0αk1 , Il), (bl, Jk))
2. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.4) :{
si 0 ∈ Il et 1 ∈ Jk, bk+lβk+l1 = ((bk, 0̂1...ik+l), (bl, 01̂...jl+k))
(sym.) si 0 ∈ Jk et 1 ∈ Il, bk+lβk+l1 = ((bk, 01̂...ik+l), (bl, 0̂1...jl+k))
– βk+lp = α
k+l
0 α
k+l
p (2 ≤ p < k + l) :
1. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.3) :
si 0, p− 1, p ∈ Il, bk+lβk+lp = ((bk, Il), (blαl0αlp−h, Jk))
avec h tel que jl+h < p− 1 et jl+h+1 > p.
(sym.) si 0, p− 1, p ∈ Jk, bk+lβk+lp = ((bkαk0αkp−h, Il), (bl, Jk))
avec h tel que ik+h < p− 1 et ik+h+1 > p.
2. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.4) :
si 0, p− 1 ∈ Il et p ∈ Jk, soit h tel que jl+h < p− 1 et jl+h+1 > p :
bk+lβk+lp = ((b
k, ik+1...p̂− 1p...ik+l), (blαl0, jl+1...p− 1p̂...jl+k))
(sym.) si 0, p− 1 ∈ Jk et p ∈ Il, soith tel que ik+h < p− 1 et ik+h+1 > p :
bk+lβk+lp = ((b
kαk0 , ik+1...p− 1p̂...ik+l), (bl, jl+1...p̂− 1p...jl+k))
3. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.4) :
si 0, p ∈ Il et p− 1 ∈ Jk, soit h tel que jl+h < p− 1 et jl+h+1 > p :
bk+lβk+lp = ((b
k, ik+1...p− 1p̂...ik+l), (blαl0, jl+1...p̂− 1p...jl+k))
(sym.) si 0, p ∈ Jk et p− 1 ∈ Il, soith tel que ik+h < p− 1 et ik+h+1 > p :
bk+lβk+lp = ((b
kαk0 , ik+1...p̂− 1p...ik+l), (bl, jl+1...p− 1p̂...jl+k))
4. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.3) :
si 0 ∈ Il et p− 1, p ∈ Jk, bk+lβk+lp = ((bkαkp−h, Il), (blαl0, Jk))
avec h tel que ik+h < p− 1 et ik+h+1 > p.
(sym.) si 0, p− 1, p ∈ Jk, bk+lβk+lp = ((bkαk0 , Il), (blαlp−h, Jk))
avec h tel que jl+h < p− 1 et jl+h+1 > p.
– βk+lk+l = α
k+l
0 α
k+l
k+l :
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1. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.5) :{
si 0, k + l − 1 ∈ Il, bk+lβk+lk+l = ((bk, Il), (blαl0αll, Jk))
(sym.) si 0, k + l − 1 ∈ Jk, bk+lβk+lk+l = ((bkαk0αkk, Il), (bl, Jk))
2. (cf. Déf.14.2 et Déf. 14.5) :{
si 0 ∈ Il et k + l − 1 ∈ Jk, bk+lβk+l1 = ((bkαkk, Il), (blαl0, Jk))
(sym.) si 0 ∈ Jk et k + l − 1 ∈ Il, bk+lβk+l1 = ((bkαk0 , Il), (blαll, Jk))
La définition du produit cartésien des cartes se déduit des notions que nous venons de présenter.
5.3.2.2 Produit cartésien de n-cartes
Définition 17 : Soient les cartes Mk = (Bk, βk1 , ..., βkk) et M l = (Bl, βl1, ..., βll) de dimen-
sions respectives k et l.
Le produit cartésien de Mk par M l, noté Mk ⊗M l, est la carte de dimension k + l
Mk+l = (Bk+l, βk+l1 , ..., β
k+l
k+l) définie par :
– À chaque brin bk de Bk, on associe (bk,+) et (bk,−), notés bk+ et bk− (implicitement,
(bk,+) correspond à bk, et (bk,−) correspond au brin associé à bk dans la carte inverse).
On utilise la même notation pour les brins de Bl.
– Pour tout couple de brins (bk, bl) de Bk ×Bl, et pour chaque double suite (Il, Jk), Bk+l
est l’ensemble des brins ((bk, Il, (bl, Jk)) (de parité paire) correspondants à l’ensemble
des triplets (bk+, bl+, (Il, Jk)+), (bk−, bl+, (Il, Jk)−), (bk+, bl−, (Il, Jk)−) et
(bk−, bl−, (Il, Jk)+).
Soit bk+l ∈ Bk+l tel que bk+l = ((bk
ρk
, Il), (blρl , Jk)), où ρ
k et ρl sont les parités respecti-
ves de bk et bl (ρk et ρl dénotent les parités inverses de ρk et ρl).
Pour 1 ≤ p ≤ k + l, βk+lp est définie par :
– βk+l1 :
(17.1)

si 0, 1 ∈ Il, bk+lβk+l1 = ((bkρk , Il), (b′lρl , Jk)) :
si ρl = +, b′l
ρl
= bl+β
l
1, sinon b′lρl = b
l−(βl1)−1
(sym.) si 0, 1 ∈ Jk, bk+lβk+l1 = ((b′kρk , Il), (blρl , Jk)) :
si ρk = +, b′k
ρk
= bk+β
k
1 , sinon b′kρk = b
k−(βk1 )−1
(17.2)

si 0 ∈ Il et 1 ∈ Jk, bk+lβk+l1 = ((bkρk , 0̂1ik+2...ik+l), (blρl , 01̂jl+2...jl+k)),
car αl0 fait correspondre a` bl son image dans la l − carte inverse de M l.
si 0 ∈ Jket 1 ∈ Il, bk+lβk+l1 = ((bkρk , 01̂ik+2...ik+l), (b
l
ρl
, 0̂1jl+2...jl+k))
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– βk+lp (2 ≤ p < k + l) : rappelons que (βkp′)−1 = βkp′ pour tout 1 < p′ ≤ k et (βlp′)−1 =
βlp′ pour tout 1 < p′ ≤ l.
(17.3)

si 0, p− 1, p ∈ Il, bk+lβk+lp = ((bkρk , Il), (b′lρl , Jk)) :
si ρl = +, b′l
ρl
= bl+β
l
p−h, sinon b′lρl = b
l−(βlp−h)
−1,
avec h tel que jl+h < p− 1 et jl+h+1 > p.
(sym.) si 0, p− 1, p ∈ Jk, bk+lβk+lp = ((b′kρk , Il), (blρl , Jk)) :
si ρk = +, b′k
ρk
= bk+β
k
p−h, sinon b′kρk = b
k−(βkp−h)
−1,
avec h tel que ik+h < p− 1 et ik+h+1 > p.
(17.4)

si 0, p− 1 ∈ Il et p ∈ Jk,
bk+lβk+lp = ((b
k
ρk
, ik+1...p̂− 1p...ik+l), (bl
ρl
, jl+1...p− 1p̂...jl+k))
(sym.) 0, p− 1 ∈ Jk et p ∈ Il,
bk+lβk+lp = ((b
k
ρk
, ik+1...p− 1p̂...ik+l), (blρl , jl+1...p̂− 1p...jl+k))
(17.5)

si 0, p ∈ Il et p− 1 ∈ Jk,
bk+lβk+lp = ((b
k
ρk
, ik+1...p− 1p̂...ik+l), (bl
ρl
, jl+1...p̂− 1p...jl+k))
(sym.) 0, p ∈ Jk et p− 1 ∈ Il,
bk+lβk+lp = ((b
k
ρk
, ik+1...p̂− 1p...ik+l), (blρl , jl+1...p− 1p̂...jl+k))
(17.6)

si 0 ∈ Il et p− 1, p ∈ Jk, bk+lβk+lp = ((b′kρk , Il), (b
l
ρl
, Jk)) :
si ρk = +, b′k
ρk
= bk−(βkp−h)
−1, sinon b′k
ρk
= bk+β
k
p−h,
avec h tel que ik+h < p− 1 et ik+h+1 > p.
(sym.) si 0 ∈ Jk et p− 1, p ∈ Il, bk+lβk+lp = ((bkρk , Il), (b
′l
ρl
, Jk)) :
si ρl = +, b′l
ρl
= bl−(βlp−h)
−1, sinon b′l
ρl
= bl+β
l
p−h,
avec h tel que jl+h < p− 1 et jl+h+1 > p.
– βk+lk+l :
(17.7)

si 0, k + l − 1 ∈ Il , bk+lβk+lk+l = ((bkρk , Il), (b′lρl , Jk)) :
si ρl = +, b′l
ρl
= bl+β
l
l , sinon b′lρl = b
l−(βll)
−1.
(sym.) si 0, k + l − 1 ∈ Jk , bk+lβk+lk+l = ((b′kρk , Il), (blρl , Jk)) :
si ρk = +, b′k
ρk
= bk+β
k
k , sinon b′kρk = b
k−(βkk )
−1.
(17.8)

si 0 ∈ Il et k + l − 1 ∈ Jk, bk+lβk+lk+l = ((b′kρk , Il), (b
l
ρl
, Jk)) :
si ρk = +, b′k
ρk
= bk−(βk)
)
k−1, sinon b′kρk = bk+βkk .
(sym.) si 0 ∈ Jk et k + l − 1 ∈ Il, bk+lβk+lk+l = ((bkρk , Il, (b
′l
ρl
, Jk :
si ρl = +, b′l
ρl
= bl−(βll)
−1, sinon b′l
ρl
= bl+β
l
l .
Associer une parité à chaque brin, ou plutôt associer à chaque brin un couple (b,+) et (b,−)
permet de manipuler la G-carte sous-jacente à une carte sans avoir besoin de la créer explicitement.
Ceci nous permet d’obtenir un algorithme de construction optimal.
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5.3.2.3 Algorithme de construction
L’algorithme 3 reprend et adapte l’algorithme 2 conçu pour les G-cartes.
Soient Mk = (Bk, βk1 , . . . , βkk ) et M l = (Bl, βl1, . . . , βll) deux cartes de dimensions re-
spectives k et l, et soit Mk+l = (Bk+l, βk+l1 . . . β
k+l
k+l) = M
k ⊗ M l. De nouveau, on utilise
une unique matrice bidimensionnelle Mat (Fig. 5.22a), où chaque ligne (resp. chaque colonne)
correspond à un brin bk1 de Mk (resp. un brin bl1 de M l). Mat[bk1][bl1] est un tableau bidimen-
sionnel (à deux lignes) permettant d’accéder à l’ensemble des brins de Mk ⊗ M l associés à
(bk1, b
l
1). Plus précisément, chaque ligne (numérotée 1 ou 2) de Mat[bk1][bl1] correspond à l’ensem-
ble des brins ((bk1, Il), (bl!, Jk)), stockés en ordre lexicographique sur Il (Jk se déduit de Il :
Jk = [0, k + l − 1 − Il]). Afin de distinguer les éléments de Mat[bk1][bl1] en fonction de leur
parité, ces derniers sont définis de la manière suivante (Fig. 5.22b-c) :
– Mat[bk1][b
l
1][1[Il] : si la parité de la double suite (Il, Jk) est paire (resp. impaire), le brin
correspondant est ((bk1+, Il), (bl1+, Jk)) (resp. ((bk1−, Il), (bl1+, Jk))) ;
– Mat[bk1][b
l
1][2[Il] : si la parité de (Il, Jk) est impaire (resp. paire), le brin correspondant est
((bk1+, Il, (b
l
1−, Jk)) (resp. ((bk1−, Il, (bl1−, Jk)).
Pour définir les images des brins par βk+lp (1 ≤ p ≤ k + l), on utilise une table de corre-
spondance TC, tableau bidimensionnel à Ckk+l lignes et k + l colonnes (Fig. 5.22d) : une ligne
de TC correspond à une suite Il, et une ligne correspond à une permutation βk+lp . TC[Il][p]
est une fonction prenant en argument les parités ρk et ρl de bk1 et bl1, et retournant le septuplet
(ρk ou ρk, ρl ou ρl, p′ ou −, p′′ ou −,−1 ou 1,−1 ou 1, I ′l). Conformément à la définition 17, ce
septuplet permet de déterminer, pour tout couple de brins (bk1, bl1) ∈ Bk ×Bl, l’image
((bk2, I
′
l), (b
l
2, J
′
k)) de ((bk1, Il), (bl1, Jk)) par βk+lp , i.e.
((bk2, I
′
l), (b
l
2, J
′
k)) =
(
((bk1(β
k
p′)
−1 ou 1)
ρk ou ρk
ou bk
1ρk ou ρk
, I ′l),
((bl1(β
l
p′′)
−1 ou 1)
ρl ou ρl
ou bl
1ρl ou ρl
, J ′k)
)
où J ′k = [0, k+l−1−I ′l ]. ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) appartient à la matriceMat[bk2][bl2][1 ou 2] (Fig. 5.22e).
L’algorithme 3 reprend les différentes étapes de la construction de Mk+l, en supposant la ta-
ble de correspondance TC déjà construite (N.B. : le calcul d’une table de correspondance pour
les cartes est similaire à celui effectué pour les G-cartes. De plus, pour chaque double suite con-
sidérée, on tient compte de la distance de cette double suite à la double suite canonique, pour
définir sa parité). Chaque permutation βk+lp (1 ≤ p ≤ k+ l) entre un brin ((bk1, Il), (bl1, Jk)) et son
image ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) par βk+lp est directement déterminée via la table de correspondance si
((bk2, I
′
l), (b
l
2, J
′
k)) a été créé avant ((bk1, Il), (bl1, Jk)). Dans le cas contraire, si p > 1, on procède
de la même manière que pour les G-cartes : il suffit d’attendre que ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) soit créé
pour l’associer à ((bk1, Il), (bl1, Jk)), car les permutations βk+lp sont des involutions. Dans le cas où
p = 1, nous utilisons une seconde table de correspondance TC1inv qui fait correspondre à un brin
((bk1, Il), (b
l
1, Jk)) son image ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) par (β
k+l
1 )
−1 : TC1inv est construite sous la forme
d’un tableau unidimensionnel à C lk+l lignes. Tout comme TC, TC1inv[Il] prend en argument les
parités ρk et ρl de bk1 et bl1 retourne le septuplet (ρk ou ρk, ρl ou ρl, 1 ou −, 1 ou −,−1 ou 1,−1 ou 1,
I ′l) servant à déterminer ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)), i.e. (cf. Déf.17.1et Déf.17.2)
(((bk1(β
k
1 )
−1 ou 1) ou bk
1ρk ou ρk
, I ′l), ((b
l
1(β
l
1)
−1 ou 1) ou bl
1ρl ou ρl
, J ′k))
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Il
βk+lk+l
a) Mat
Bl
bkm
bk1
bk0
bl0
e) Mat[bk2 ][bl2][1 ou 2]
(ρk ou ρk, ρl ou ρl, p′ ou −, p′′ ou −,−1 ou 1,−1 ou 1, I′l)
Bk
blnb
l
1
((bk2 , I
′
l), (b
l
2, J
′
k))
c) Mat[bk1 ][bl1][1]
βk+lpβ
k+l
1
b) Mat[bk1 ][bl1]
d) Table de correspondance TC ((b
l
1(β
l
p′′ )
−1 ou 1)
ρl ou ρl
ou bl
1ρl ou ρl
, J ′k)
((bk1(β
k
p′ )
−1 ou 1)
ρk ou ρk
ou bk
1ρk ou ρk
, I′l)
βk+lp((b
k
1+ou−, Il), (b
l
1+, Jk)) ((b
k
2 , I
′
l), (b
l
2, J
′
k)) ?
2
1
FIG. 5.22 : Construction de Mk+l = Mk ⊗M l.
a) Mk = (Bk, βk1 , ..., βkk ) et M l = (Bl, βl1, ..., βll). Mat contient les brins de Bk et les brins de Bl.
b-c) À toute paire de brins (bk1 , bl1) correspond une matrice Mat[bk1 ][bl1] = {((bk1 , Il), (bl1, Jk))}, divisée en
Mat[bk1 ][b
l
1][1] (pour les brins ((bk1+, Il), (bl1+, Jk)) et ((bk1−, Il), (bl1+, Jk))), et en Mat[bk1 ][bl1][2] (pour
les brins ((bk1+, Il), (bl1−, Jk)) et ((bk1−, Il), (bl1−, Jk))). d) La table de correspondance TC permet de
définir ((bk2 , I ′l), (bl2, J ′k)) = ((bk1 , Il), (bl1, Jk))βk+lp (1 ≤ p ≤ k + l). TC prend en entrée Il et βk+lp , et
retourne le septuplet (ρk ou ρk, ρl ou ρl, p′ ou −, p′′ ou −,−1 ou 1,−1 ou 1, I ′l). e) Ce dernier permet
d’accéder directement au brin ((bk2 , I ′l), (bl2, J ′k)) dans la matrice Mat[bk2 ][bl2][1 ou 2].
où J ′k = [0, k+ l− 1− I ′l ]. Par conséquent, l’algorithme de construction de Mk+l, dont les étapes
sont reprises dans l’algorithme 3, est optimal en temps, puisque le nombre de brins créés par cet
algorithme est égal au nombre de brins de Mk+l (i.e. |Bk+l| = 2 ∗ |Bk| ∗ |Bl| ∗ Ckk+l), et que les
k+ l permutations βk+lp sont définies en temps constant pour chaque brin de Bk+l. La complexité
de l’algorithme est donc en o((k + l) ∗ |Bk+l|). On suppose dans la description de cet algorithme
que les tables de correspondance TC et TC1inv ont déjà été construites.
5.3.3 Complexes cellulaires et chaînes fermées de dimension n
Nous abordons dans cette section la dernière structure cellulaire de la figure 5.11 : la chaîne
fermée de dimension n, ou n-chaîne fermée. Cette structure est une sous-classe des n-chaînes,
structures cellulaires qui étendent le champ des possibilités de modélisation des G-cartes, en per-
mettant de représenter les objets non-variétés ([Elt94] dresse un inventaire des n-chaînes et de
leurs structures dérivées). La différence par rapport aux n-chaînes proprement dites réside dans
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le fait que les objets représentés par les n-chaînes fermées ont des bords parfaitement définis,
et répondent donc aux impératifs de modélisation géométrique par les bords. C’est donc cette
structure que nous avons retenue pour implémenter l’ensemble des opérations (et en particulier le
produit cartésien) utilisées dans notre modeleur.
De même qu’il existe une équivalence entre les quasi-variétés cellulaires et les G-cartes, les
n-chaînes fermées sont équivalentes à une extension des quasi-variétés cellulaires, les complexes
cellulaires fermés, définis comme des ensembles semi-simpliciaux numérotés, dont les cellules
sont des quasi-variétés cellulaires fermées ([EL94]). Nous rappelons dans un premier temps la
définition des complexes cellulaires fermés et des n-chaînes fermées, puis nous définissons le
produit cartésien des n-chaînes fermées à partir de la définition du produit cartésien des n-G-
cartes. Un algorithme de construction de la n-chaîne fermée résultant du produit cartésien de deux
n-chaînes fermées s’en déduit directement.
5.3.3.1 Définitions
Définition 18 [EL94] : Un complexe cellulaire fermé de dimension n est un ensemble semi-
simplicial numéroté de dimension n pouvant être construit par :
– création de i-cellules et de leurs bords, i.e. création de quasi-variétés cellulaires de dimen-
sion i (0 ≤ i ≤ n), ne comprenant qu’une i-cellule ;
– identification de i-cellules, sans restriction sur le nombre d’opérations d’identification
(contrairement à la construction des quasi-variétés cellulaires, où au plus deux i-cellules
peuvent être identifiées). Deux cellules peuvent être identifiées si elles sont homomorphes.
La figure 5.23 montre un complexe cellulaire S de dimension 2. En particulier, S comprend
trois 2-cellules partageant un même bord, modélisant ainsi un objet non-variété.
Nous avons indiqué en introduction que les chaînes fermées sont équivalentes aux complexes
cellulaires fermés. Plus précisément, tout comme un complexe cellulaire fermé est constitué d’un
ensemble ensemble de cellules décrites par des quasi-variétés cellulaires, une chaîne fermée est
constituée d’un ensemble de G-cartes de différentes dimensions (la figure 5.24 représente la 2-
chaîne fermée équivalente au complexe cellulaire S de la figure 5.23).
Définition 19 [EL94] : Une n-chaîne fermée est un (2n+ 1)-tuple
Cn = ((Gn
′
)0≤n′≤n, (σn
′
)1≤n′≤n) tel que, pour tout n′, 0 ≤ n′ ≤ n :
– Gn
′
= (Bn
′
, αn
′
0 , ..., α
n′
n′) est une n
′
-G-carte telle que αn′n′ est indéfinie ;
– σn
′
: Gn
′ → Gn′−1 (1 ≤ n′ ≤ n) est une application vérifiant, pour tout bn′ ∈ Bn′ :
– bn
′
αn
′
k σ
n′ ∈ {bn′σn′ , bn′σn′αn′−1k } (0 ≤ k ≤ n′ − 2) ;
– bn
′
αn
′
n′−1σ
n′σn
′−1 = bn′σn′σn′−1.
5.3.3.2 Produit cartésien de n-chaînes fermées
La définition du produit cartésien de n-chaînes fermées est une extension de celle des n-G-
cartes (Fig. 5.25).
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b) Réalisation géométrique de Sa) Complexe cellulaire fermé S
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FIG. 5.23 : Complexe cellulaire S de dimension 2. Chaque cellule de S est une quasi-variété cellulaire.
a) La 1-cellule ρ12 est un bord commun aux trois 2-cellules µ21, µ22 et µ23. De même, la 0-cellule τ01
(resp. τ02 ) est un bord des 1-cellules ρ11, ρ12 ρ13 et ρ14 (resp. ρ12, ρ15, ρ16 ρ17 et ρ18).
b) Une réalisation géométrique de S.
G02
G01
G11
2-chaîne fermée C2
G23
G22
G21
FIG. 5.24 : C2 contient les 2-G-cartes G21, G22 et G23.
Des brins de la 1-G-carte G11 (resp. des 0-G-cartes G01 et G02), représentés par
des disques noirs, sont les images par σ2 (resp. σ1) de plusieurs brins
appartenant à des G-cartes de dimension 2 (resp. de dimension 1).
Définition 20 : Soient les chaînes fermées Ck = ((Gk′)0≤k′≤k, (σk
′
)1≤k′≤k) et
C l = ((Gl
′
)0≤l′≤l, (σl
′
)1≤l′≤l), de dimensions respectives k et l. Le produit cartésien de Ck
par C l, noté Ck ⊗ C l, est la (k + l)-chaîne fermée Ck+l = ((Gm)0≤m≤k+l, (σm)1≤m≤k+l)
définie par :
– Gm est l’union des produits cartésiens Gk′ ⊗Gl′ , pour tous k′, l′ tels que k′ + l′ = m ;
– σm : Gm → Gm−1 est définie de la manière suivante : soit bm ∈ Bm, et soient
(bk
′
, bl
′
) ∈ Bk′ ×Bl′ et les suites d’entiers Il′ = ik′+1 . . . ik′+l′ et Jk′ = jl′+1 . . . jl′+k′ ,
tels que bm = ((bk′ , Il′), (bl
′
, Jk′)) :{
si k′ + l′ − 1 ∈ Il′, bmσm = ((bk′ , ik′+1...ik′+l′−1), (bl′σl′ , Jk′))
si k′ + l′ − 1 ∈ Jk′, bmσm = ((bk′σk′ , Il′), (bl′ , jl′+1...jl′+k′−1))
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b′′11
b′′00
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b13
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b) C′′2 = C1 ⊗ C′1
α10α21
σ1
a) C1 et C′1
b′′12
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b′′21
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b14
FIG. 5.25 : Produit cartésien de chaînes fermées.
α1 ou 20 (resp. α21) est symbolisée par des pointillés (resp. un trait plein). σ2 (resp. σ1) est symbolisée par
une flèche droite (resp. une flèche courbe). a) C1 et C ′1 sont deux 1-chaînes fermées. b) C ′′2 = C1 ⊗ C ′1
est une 2-chaîne. Les relations de la définition 20 sont vérifiées : par exemple, b′′20 = ((b11, 0), (b′10 , 1)),
b′′21 = ((b
1
1, 0), (b
′1
1 , 1)) et b
′′2
2 = ((b
1
1, 1), (b
′1
0 , 0)) : b
′′1
0 = ((b
0
1, 0), (b
′1
0 ,−)) = b′′20 σ2,
b′′11 = b
′′2
0 α
2
0σ
2
= b′′20 σ
2α10 et b
′′0
0 = b
′′2
0 α
2
1σ
2σ1 = b′′20 σ
2σ1.
Théorème 9 : Ck+l est une (k + l)-chaîne fermée. De plus, soient S et T les ensembles semi-
simpliciaux numérotés de dimensions respectives k et l, équivalents à Ck et C l.
L’ensemble semi-simplicial numéroté équivalent à Ck+l est isomorphe au produit cartésien
U = S ⊗ T .
Preuve.
1. Montrons que Ck+l est une (k + l)-chaîne fermée, i.e. Ck+l = ((Gm)0≤m≤k+l, (σm)1≤m≤k+l)
respecte les propriétés de la définition 19.
Soient Ck et Cl deux chaînes de cartes fermées telles que Ck+l = Ck ⊗ Cl. Le produit cartésien
d’une k′-G-carte de Ck par une l′-G-carte de Cl est une (k′ + l′)-G-carte de Ck+l, donc l’union des
m-G-cartes résultant d’un produit cartésien est une m-G-carte de Ck+l, pour 0 ≤ m ≤ k+ l. Il reste
à montrer que l’application σm respecte les propriétés de la définition 19.
Soit un brin bk′+l′ d’une (k′ + l′)-G-carte Gk′+l′ de Ck+l, et soient un brin bk′ d’une k′-G-carte
Gk
′ de Ck, un brin bl′ d’une l′-G-carte Gl′ de Cl, et deux suites d’entiers Ik′ = ik′+1...ik′+l′ et
176 CHAPITRE 5. PRODUIT CARTÉSIEN DE STRUCTURES SIMPLICIALES ET CELLULAIRES
Jl′ = jl′+1...jl′+k′ , tels que bk
′+l′ = ((bk
′
, Il′), (bl
′
, Jk′)).
bk
′+l′−1
1 , b
k′+l′−1
2 et b
k′+l′−1
3 dénotent respectivement les brins bk
′+l′αk
′+l′
p σ
k′+l′
, bk
′+l′σk
′+l′ et
bk
′+l′σk
′+l′αk
′+l′
p pour chaque cas étudié, en fonction de p ∈ [0, k′ + l′ − 1].
Nous distinguons les cas suivants, les autres cas se déduisant par symétrie :
(a) αk′+l′0 :
– Si 0, k′ + l′ − 1 ∈ Il′ :
bk
′+l′−1
1 = ((b
k′ , ik′+1...ik′+l′−1), (bl
′
αl
′
0 σ
l′ , Jk′)), bk
′+l′−1
2 = ((b
k′ , ik′+1...ik′+l′−1),
(bl
′
σl
′
, Jk′)) et bk
′+l′−1
3 = ((b
k′ , ik′+1...ik′+l′−1), (bl
′
σl
′
αl
′−1
0 , Jk′)).
bk
′+l′−1
1 ∈ {bk
′+l′−1
2 , b
k′+l′−1
3 } ⇔ bl
′
αl
′
0 σ
l′ ∈ {bl′σl′ , bl′σl′αl′−10 } : vrai car σl
′
est bien
définie sur Cl et la relation p = 0 ≤ l′ − 2 est vraie par hypothèse.
– Si 0 ∈ Il′ et k′ + l′ − 1 ∈ Jk′ :
bk
′+l′−1
1 = ((b
l′σk
′
, Il′), (bl
′
αl
′
0 , jl′+1...jl′+k′−1)) = b
k′+l′−1
3 .
(b) αk′+l′p , 0 < p < k′ + l′ − 1 :
– Si p− 1, p, k′ + l′ − 1 ∈ Il′ :
bk
′+l′−1
1 = ((b
k′ , ik′+1...ik′+l′−1), (bl
′
αl
′
p−hσ
l′ , Jk′)), avec h tel que jl′+h < p − 1 et
jl′+h+1 > p. b
k′+l′−1
2 = ((b
k′ , ik′+1...ik′+l′−1), (bl
′
σl
′
, Jk′)) et bk
′+l′−1
3 =
((bk
′
, ik′+1...ik′+l′−1), (bl
′
σl
′
αl
′−1
p−h , Jk′)).
bk
′+l′−1
1 ∈ {bk
′+l′−1
2 , b
k′+l′−1
3 } ⇔ bl
′
αl
′
p−hσ
l′ ∈ {bl′σl′ , b′σl′αl′−1p−h} : vrai car h ≥ 0, donc
0 ≤ p− h ≤ l′ − 2.
– Si p− 1, p ∈ Il′ et k′ + l′ − 1 ∈ Jk′ :
bk
′+l′−1
1 = ((b
k′σk
′
, Il′), (bl
′
αl
′
p−h, jl′+1...jl′+k′−1)) = b
k′+l′−1
3 , avec h tel que jl′+h < p−1
et jl′+h+1 > p.
– Si p− 1, k′ + l′ − 1 ∈ Il′ et p ∈ Jk′ :
bk
′+l′−1
1 = ((b
k′ , ik′+1...p̂− 1p...ik′+l′−1), (bl′σl′ , jl′+1...p− 1p̂...jl′+k′)) = bk
′+l′−1
3 .
– Si p− 1 ∈ Il′ et p, k′ + l′ − 1 ∈ Jk′ :
bk
′+l′−1
1 = ((b
k′σk
′
, ik′+1...p̂− 1p...ik′+l′), (bl′ , jl′+1...p− 1p̂...jl′+k′−1)) = bk
′+l′−1
3 .
Montrons que ∀ bk′+l′ ∈ Bk′+l′ , bk′+l′αk′+l′k′+l′−1σk
′+l′σk
′+l′−1 = bk
′+l′σk
′+l′σk
′+l′−1
.
Soient bk′ ∈ Bk′ , bl′ ∈ Bl′ et Il′ , Jk′ tels que bk′+l′ = ((bk′ , Il′), (bl′ , Jk′)). bk
′+l′−1
1 et b
k′+l′−1
2
dénotent respectivement bk′+l′αk
′+l′
k′+l′−1σ
k′+l′σk
′+l′−1 et bk
′+l′σk
′+l′σk
′+l′
.
Nous distinguons les cas suivants :
(a) Si k′ + l′ − 2, k′ + l′ − 1 ∈ Il′ :
bk
′+l′−1
1 = ((b
k′ , ik′+1...ik′+l′−2), (bl
′
αl
′
k′+l′−1−hσ
l′σl
′−1, Jk′)), avec h tel que jl′+h < p−1
et jl′+h+1 > p. bk
′+l′−1
2 = ((b
k′ , ik′+1...ik′+l′−2), (bl
′
σl
′
σl
′−1, Jk′)).
bk
′+l′−1
1 = b
k′+l′−1
2 ⇔ bl
′
αl
′
k′+l′−1−hσ
l′σl
′−1
= bl
′
σl
′
σl
′−1 : vrai car Cl est bien définie.
(b) Si k′ + l′ − 2 ∈ Il′ et k′ + l′ − 1 ∈ Jk′ :
bk
′+l′−1
1 = ((b
k′σk
′
, ik′+1...ik′+l′−1), (bl
′
σl
′
, jl′+1...jl′+k′−1)) = bk
′+l′−1
2 .
2. Le produit cartésien de deux cellules ck′ ⊆ S et cl′ ⊆ T est une cellule ck′+l′ de U .
Rappelons que dans un ensemble semi-simplicial numéroté de dimension k, une k′-cellule est l’ensem-
ble des k′′-simplexes (0 ≤ k′′ ≤ k′) incidents à un 0-simplexe numéroté k′, tels que ces k′′-simplexes
sont numérotés (ν0, ..., νk′′), où νk′′ = k′ (cf. Déf. 10). Nous notons ck′ une cellule de dimension
k′, et les applications de numérotations associées à S et T sont notées ν et ν′.
5.3. PRODUIT CARTÉSIEN DE STRUCTURES CELLULAIRES 177
Soient τk′ un k′-simplexe de ck, et µl′ un l′-simplexe de cl. Soit ρm unm-simplexe de τk′⊗mµl′ . ρm
peut s’écrire ((τk′ , ik′+1...im), (µl
′
, jl′+1...jm)) (cf. Déf. 8). Soient (ν0, ..., νk′) et (ν′0, ..., ν′l′) les
numérotations respectivement associées à τk′ et µl′ ; en particulier, selon le théorème 4, ν0 = ν′0 = 0,
νk′ = k et ν′l′ = l. ρ
m est numéroté (ν′′0 , ..., ν′′m), avec ν′′0 = 0 et ν′′m = k + l, donc ρm appartient à
une (k + l-cellule.
De plus, tous les simplexes résultants du produit cartésien d’un simplexe τk′ de ck par un simplexe
µl
′ de cl appartiennent tous à la même (k + l)-cellule ck+l. En effet, l’application de la séquence
d’opérateurs de bords d′′m−1...d′′0 sur un m-simplexe ((τk
′
, ik′+1...im), (µl
′
, jl′+1...jm)) a pour ré-
sultat le 0-simplexe ((τk′dk′−1...d0), (µl
′
d′l′−1...d
′
0)), i.e. l’unique simplexe formé d’un couple de
0-simplexes (τ0, µ0) tels que τ0 ∈ ck, µ0 ∈ cl, ν(τ0) = k et ν′(µ0) = l.
3. Une k-G-carte Gk = (Bk, αk0 , ..., αkk), où αkk est indéfinie, est équivalente à une k-cellule ck .
D’après le théorème 6, toute k-G-carte Gk = (Bk, αk0 , ..., αkk) (avec αkk bien définie) est équivalente
à une quasi-variété cellulaire de dimension k. Plus précisément, pour tout bk ∈ Bk, on utilise une
bijection φ, qui associe à toute orbite 〈〉[0,k]−{h0,...,hp,...,hj}(bk) un j-simplexe τ j (0 ≤ j ≤ k),
tel que φ(〈〉
[0,k]−{h0,...,chp,...,hj}(bk)) = τ jdp (en particulier, φ(〈〉(bk)) est un k-simplexe numéroté
(0, ..., k), qui appartient donc à une k-celule). Par définition de l’application de numérotation ν
associée à la quasi-variété cellulaire, tout j-simplexe τ j est numéroté (ν0, ..., νj), et tout (j − 1)-
simplexe τ jdp (0 ≤ p ≤ k) est numéroté (ν0, ..., ν̂p, ..., νj) : par définition des cellules, tous les
simplexes τ jdp (0 ≤ p < k) appartiennent à la même cellule que τ j , sauf le simplexe τ jdj .
Pour tous bk ∈ Bk, les k-simplexes φ(〈αkp〉(bk)) (0 ≤ p < k) appartiennent donc à la même k-
cellule. Par extension, tous les j-simplexes φ(〈〉
[0,k]−{h0,...,chj}(bk)) appartiennent également à cette
k-cellule. Ce résultat s’étend aux simplexes d’une cellule ck+l résultant du produit cartésien de deux
cellules ck et cl, en suivant le même raisonnement. Par conséquent, en notant Gk = (Bk, αk0 , ..., αkk)
et Gl = (Bl, αl0, ..., α
l
l) (où αkk et αll sont indéfinies) les G-cartes respectivement équivalentes aux
cellules ck et cl, le produit cartésien de Gk par Gl est équivalent au produit cartésien de ck par cl.
4. Par définition, l’application σk′ associée à une k′-G-carte Gk′ = (Bk′ , αk′0 , ..., αk
′
k′) d’une k-chaîne
de cartes Ck fait correspondre un brin bk′ de Gk′ à un brin bk′−1 d’une (k′ − 1)-G-carte Gk′−1 =
(Bk
′−1, αk
′−1
0 , ..., α
k′−1
k′−1) (αk
′
k′ et α
k′−1
k′−1 sont indéfinies).
Plus précisément, bk′σk′ = bk′ ⇔ φ(〈〉(bk′))dk′ = φ(〈〉(bk′−1)).
Soient les chaînes de cartes Ck = ((Gk′)0≤k′≤k, (σk
′
)1≤k′≤k), Cl = ((Gl
′
)0≤l′≤l, (σl
′
)1≤l′≤l) et
Ck+l = Ck ⊗ Cl = ((Gm)0≤m≤k+l, (σm)1≤m≤k+l). Soient bk′ , bl′ et bm des brins de Gk′ , Gl′
et Gm respectivement, tels que bm = ((bk′ , Il′), (bl
′
, Jk′)). Soient φ et φ′ les bijections telles que
φ(〈〉(bk′)) = τk′ , et φ′(〈〉(bl′)) = µl′ . La définition de σm appliquée à bm est la traduction directe
de l’opérateur bord d′′m appliqué au simplexe ((τk
′
, Il′), (µl
′
, Jk′)), où k′ + l′ = m.
Par définition, Gm est l’union des produits cartésiens Gk′⊗Gl′ , pour tous k′, l′ tels que k′+ l′ = m.
Gm est donc équivalente à l’union des cellules de dimension m de U , issues du produit cartésien de
cellules de dimension k′ par des cellules de dimension l′. Les cellules de U forment une partition
des simplexes de U , donc Ck+l est équivalente à U .
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5.3.3.3 Algorithme de construction
L’algorithme 4 se déduit directement de l’algorithme 2 décrit pour les G-cartes. Le calcul de
Ck+l = Ck ⊗ C l se fait incrémentalement :
– on calcule initialement les cellules de dimension 0 ;
– pour chaque dimension m (1 ≤ m ≤ k + l), on calcule les cellules de dimension m et on
définit σm : Gm → Gm−1.
Plus précisément, soient Ck = ((Gk′)0≤k′≤k, (σk
′
)1≤k′≤k) et C l = ((Gl
′
)0≤l′≤l, (σl
′
)1≤l′≤l).
On note BK =
⋃
0≤k′≤k B
k′ et BL =
⋃
0≤l′≤lB
l′
, où Bk′ (resp. Bl′) est l’ensemble des brins
de Gk′ (resp. Gk′). Les brins de BK et de BL sont triés suivant leurs dimensions croissantes.
On utilise une unique matrice bidimensionnelle Mat, où chaque ligne (resp. chaque colonne)
correspond à un brin bk′ de BK (resp. un brin bl′ de BL) : cf. Fig. 5.26. Chaque élément de Mat
est un tableau unidimensionnel Mat[bk′ ][bl′ ] contenant l’ensemble des brins ((bk′ , Il′), (bl
′
, Jk′))
de dimension m, avec m = k′ + l′ ; ces brins sont stockés en ordre lexicographique sur Il′ (Jk′ se
déduit de Il′ : Jk′ = [0, k′ + l′ − 1]− Il′).
Pour tous les brins ((bk′ , Il′), (bl
′
, Jk′)), on utilise une table de correspondance TCk
′
l′ , i.e. un
tableau bidimensionnel à Ck′k′+l′ lignes et (k′ + l′ + 1) colonnes : chaque ligne correspond à une
suite Il′ de Mat[bk
′
][bl
′
] ; chaque colonne, indicée de 0 à (k′+ l′−1), correspond à une involution
αk
′+l′
p (0 ≤ p ≤ k′+l′−1), et la colonne indicée k′+l′ correspond à l’application σk
′+l′
. La valeur
retournée par TCk′l′ [Il′ ][p] (0 ≤ p ≤ k′ + l′ − 1) est le triplet (p′ ou −, p′′ ou −, I ′l′) permettant de
déterminer l’image de ((bk′ , Il′), (bl
′
, Jk′)) parαk
′+l′
p , i.e. ((bk
′
αk
′
p′ ou b
k′ , I ′l′), (b
l′αl
′
p′′ ou b
l′ , J ′k′)),
avec J ′k′ = [0, k
′ + l′ − 1− I ′l′ ].
TCk
′
l′ [Il′ ][k
′ + l′] retourne le triplet (k′ ou −, l′ ou −, Il′′), avec l′′ = l′ ou l′ − 1 (dans ce dernier
cas, Il′−1 = Il′ − {ik′+l′}) ; ce triplet permet de déterminer l’image de ((bk′ , Il′), (bl′ , Jk′)) par
σk
′+l′
, i.e. ((bk′σk′ ou bk′ , Il′′), (bl
′
σl
′
ou bl
′
, Jk′′)), avec Jk′′ = [0, k′ + l′ − 2]− Il′′ .
L’algorithme 4 reprend les étapes de la création de Ck+l (on suppose les tables de correspon-
dance TCk′l′ déjà construites). Cet algorithme est optimal en temps, car le nombre de brins créés est
égal au nombre de brins de Ck+l (i.e.∑k+lm=0 |Bm|, avec |Bm| =∑k′+l′=m |Bk′ | ∗ |Bl′ | ∗Ck′k′+l′ ,
pour 0 ≤ k′ ≤ k, 0 ≤ l′ ≤ l), et que les k + l involutions αk′+l′p (0 ≤ p ≤ k′ + l′ − 1 ) et
l’opérateur de bord σk′+l′ sont définis en temps constant pour chaque brin de Bm. La complexité
totale de l’algorithme est donc en o((k′ + l′ + 1 ∗∑k+lm=0 |Bm|.
5.3.4 Implantation du produit cartésien de n-chaînes fermées
Soient les chaînes ferméesCk = ((Gk′)0≤k′≤k, (σk
′
)1≤k′≤k) etC l = ((Gl
′
)0≤l′≤l, (σl
′
)1≤l′≤l),
de dimensions respectives k et l. Soient k′, l′ (0 ≤ k′ ≤ k, 0 ≤ l′ ≤ l), et soient les brins bk′1 ∈ Bk
′
et bl
′
1 ∈ Bl
′
.
5.3.4.1 Tableau de brins Mat[bk′1 ][bl
′
1 ]
Tous les brins résultants du produit cartésien de Ck par C l sont stockés dans une matrice
bidimensionnelle Mat. Le nombre de brins bk′+l′1 = ((bk
′
1 , Il′), (b
k′
1 , Jk′)) résultants de bk
′
1 ⊗ bl
′
1
vautCk
′
k′+l′ ; l’ensemble de ces brins est inséré dansMat[bk
′
1 ][b
l′
1 ] selon l’ordre lexicographique sur
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c) Table de correspondance TCK′l′
αk+l0
Il
((bk
′
2 , I
′
l′ ), (b
l′
2 , J
′
k′))
((bk
′
1 , Il′ ), (b
l′
1 , Jk′ ))
e) Mat[bk′′][bl′′]d) Mat[bk′2 ][bl′2 ]
(k′ ou -, l′′ ou -, Il′′ )
(p′ ou -, p′′ ou -, Il)
((bk
′′
, Il′′ ), (b
l′′ , Jk′′ )) ?σk+lp
((bk
′
2 , I
′
l′ ), (b
l′
2 , J
′
k′ )) ?αk+lp
((bk
′′
, Il′′ ), (b
l′′ , Jk′′ ))
σk+l
b) Mat[bk′][bl′]a) Mat
bk′p
bk′1
bk′0
BK
αk+lp
bl′nbl′1b
l′
0
BL
FIG. 5.26 : Construction de Ck+l = Ck ⊗ Cl.
a) Mat regroupe les brins de BK = ⋃0≤k′≤k Bk′ et BL = ⋃0≤l′≤lBl′ . b) À chaque paire de brins
(bk
′
1 , b
l′
1 ) correspond Mat[bk
′
1 ][b
l′
1 ], contenant les brins ((bk
′
1 , Il′), (b
l′
1 , Jk′)) caractérisés par la suite Il′ .
c) La table de correspondance TC permet de définir ((bk, Il), (bl, Jk))αk+lp (0 ≤ p ≤ k + l − 1) et
((bk, Il), (bl, Jk))σk+l, situés respectivement dans Mat[bk
′
2 ][b
l′
2 ] (d) et Mat[bk
′′
][bl
′′
] (e).
Il′ : on peut définir une bijection entre bk′+l′1 et sa position dans Mat[bk
′
1 ][b
l′
1 ], notée Pos(b
k′+l′
1 ).
Cette position ne dépend que des suites Il′ et Jk′ , et pas du brin bk
′+l′
.
Pour déterminer l’image de bk′+l′1 par l’involution αk
′+l′
p (0 ≤ p ≤ k′ + l′ − 1) ou par l’appli-
cation σk′+l′ , on utilise une table de correspondance TCk′l′ . Soit bm2 cette image (m = k′ + l′ ou
m = k′ + l′ − 1). TCk′l′ [Il′ ][p] retourne le triplet (p′ ou −, p′′ ou −, Pos(bm2 )) pour αk
′+l′
p , et le
triplet (k′ ou −, l′ ou −, Pos(bm2 )) pour σk
′+l′
.
La position Pos(bm2 ) ne dépend que de Il′ et de l’opérateur utilisé. Nous proposons une méthode
permettant de calculer la position Pos(bm2 ) de bm2 dans le tableau de brins approprié de Mat, en
utilisant la position Pos(bk′+l′) : plus précisément, à partir de la suite Il′ = ik′+1 . . . ik′+l′ , on
définit une suite de bits S = S0 . . . Sk′+l′−1 représentant Il′ , telle que :
– Sp ∈ {0, 1}, ∀ p ∈ [0, k′ + l′ − 1] ;
– Sp = 0 si p ∈ Il′ et Sp = 1 si p ∈ Jk′ .
Pour chaque couple de dimensions (k′, l′), on construit de manière classique un tableau TabSuites
contenant l’ensemble des Ck′k′+l′ suites S, rangées dans l’ordre lexicographique. Le tableau 5.2
montre l’ensemble des suites S correspondant aux suites Il′ et Jk′ , pour k′ = 2 et l′ = 3.
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Il′ Jk′ S Il′ Jk′ S
012 34 00011 034 12 01100
013 24 00101 123 04 10001
014 23 00110 124 03 10010
023 14 01001 134 02 10100
024 13 01010 234 01 11000
TAB. 5.2 : Suites de bits correspondant aux séquences Il′ et Jk′ .
5.3.4.2 Correspondance entre les suites
Étant donnée la suite de bits S = S0 . . . Sk′+l′−1 représentant bk′+l′1 , et connaissantPos(bk
′+l′
1 )
dans Mat[bk′1 ][bl
′
1 ] (Pos(bk
′+l′
1 ) est également la position de S dans le tableau TabSuites), on
définit la position Pos(bk′+l′2 ) dans Mat[bk
′
ou bk
′
αk
′
p′ ][b
l′ ou bl
′
αl
′
p′′ ] du brin b
k′+l′
2 = b
k′+l′
1 α
k′+l′
p
(0 ≤ p ≤ k′ + l′ − 1), en distinguant les cas suivants1 (cf.Déf. 14) :
– αk
′+l′
0 : Pos(b
k′+l′
2 ) = Pos(b
k′+l′
1 ).
– αk
′+l′
p , 1 ≤ p < k′ + l′ − 1 :
1. si Sp−1 = Sp, Pos(bk
′+l′
2 = Pos(b
k′+l′
1 ;
2.
{
si Sp−1 = 0 et Sp = 1, Pos(bk
′+l′
2 ) = Pos(b
k′+l′
1 ) + C
n1
n0+n1
si Sp−1 = 1 et Sp = 0, Pos(bk
′+l′
2 ) = Pos(b
k′+l′
1 )− Cn1n0+n1
avec n0 (resp. n1) le nombre de bits ’0’ (resp. ’1’) dans la sous-suite Sp+1 . . . Sk′+l′−1.
Remarquons que le calcul de la position du brin bk′+l′2 peut nécessiter le calcul de coefficients
binomiaux : on peut précalculer de manière classique un Triangle de Pascal qui contiendra tous
les coefficients nécessaires.
D’après la définition de σk′+l′ , étant donnée la suite de bits S0 . . . Sk′+l′−1 représentant bk
′+l′
1 ,
on déduit que la suite de bits représentant bk′+l′−12 = b
k′+l′
1 σ
k′+l′ est S0 . . . Sk′+l′−2. On parti-
tionne l’ensemble Mat[bk′1 ][bl
′
1 ] en deux ensembles notés Mat0[bk
′
1 [b
l′
1 et Mat1[b
k′
1 [b
l′
1 , dont les
brins sont respectivement représentés par les suites de bits S0 . . . Sk′+l′−20 et S0 . . . Sk′+l′−21.
On note Pos0(bk
′+l′
1 ) (resp. Pos1(bk
′+l′
1 )) la position de bk
′+l′
1 dans Mat0[bk
′
1 ][b
l′
1 ] (resp. dans
Mat1[bk
′
1 ][b
l′
1 ]).
L’ordre lexicographique est respecté dans Mat0[bk
′
1 ][b
l′
1 ] et Mat1[b
k′
1 ][b
l′
1 ], car la position des
brins contenus dans ces ensembles est indépendante du bit Sk′+l′−1. La position Pos(bk
′+l′−1
2 )
de bk′+l′−1 dans l’ensemble Mat[bk′ ou bk′σk′ ][bl′ou bl′σl′ ] est donc soit égale à Pos0(bk
′+l′
1 ) si
Sk′+l′−1 = 0, soit égale à Pos1(bk
′+l′
1 ) si Sk′+l′−1 = 1.
5.3.4.3 Algorithme de construction de la table de correspondance
L’algorithme 5 construit la table de correspondance TCk′l′ permettant de déterminer la posi-
tion de l’image d’un brin bk′+l′1 quelconque, en fonction des suites Il′ et Jk′ (pour k′ et l′ donnés).
1Comme précédemment, on utilise le brin bk
′+l′
1 pour concrétiser les explications, mais la suite de bits S et la suite
correspondant à l’application de αk
′+l′
p ou σ
k′+l′ sont indépendantes des brins.
5.3. PRODUIT CARTÉSIEN DE STRUCTURES CELLULAIRES 181
On suppose chaque tableau de suites de bits TabSuites déjà créé. Les ensembles Mat0[bk′1 ][bl′1 ]
et Mat1[bk
′
1 ][b
l′
1 ] se déduisent de Mat[bk
′
1 ][b
l′
1 ]. Les variables suivantes sont utilisées dans l’algo-
rithme 5 :
– On note POS, POS0 et POS1 les positions respectives des brins dans Mat[bk
′
1 ][b
l′
1 ],
Mat0[bk
′
1 ][b
l′
1 ] et Mat1[b
k′
1 ][b
l′
1 ].
– S est la suite de bits représentant le brin de Mat[bk′1 ][bl
′
1 ] traité à chaque tour de boucle.
– n1est le nombre de bits ′1′ dans la sous-suite S0 . . . Sp de S.
– n′1 (resp. n′0) est le nombre de bits ′1′ (resp. ′0′) dans la sous-suite Sp+1 . . . Sk′+l′−1 de S.
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Algorithme 3 : Construction de Mk+l = Mk ⊗M l.
Créer Mat contenant |Bk| lignes et |Bl| colonnes;
Pour tous les brins bk1 correspondants aux lignes de Mat Faire
Pour tous les brins bl1 correspondants aux colonnes de Mat Faire
Créer Mat[bk1][bl1] = {((bk1, Il), (bl1, Jk))} par énumérations des suites Il, et
stocker ces brins dans Mat[bk1][bl1][1] et Mat[bk1][bl1][2] en fonction de leur par-
ité;
Pour i ∈ {1, 2} Faire
Pour chaque suite Il de Mat[bk1][bl1][i] Faire
Soient ρk et ρl les parités respectives de bk1 et bl1 ;
Pour p ∈ [1, k + l] Faire
Récupérer (ρk ou ρk, ρl ou ρl, p′ ou −, p′′ ou −,−1 ou 1,−1 ou 1, I ′l)
dans la table de correspondance TC, en fonction de Il;
Déduire la suite J ′l à partir de I ′l ;
Soit ((bk2, I ′l , (bl2), J ′k)) =
(
((bk1(β
k
p′)
−1 ou 1)
ρk ou ρk
ou bk
1ρk ou ρk
, I ′l),
((bl1(β
l
p′′)
−1 ou 1)
ρl ou ρl
ou bl
1ρl ou ρl
, J ′k)
)
Si Mat[bk2][bl2] a déjà été construite Alors
Poser ((bk1, Il), (bl1, Jk))βk+lp ← ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) ;
Si p 6= 1 Alors
/* βk+lp est une involution. */
Poser ((bk2, I ′l), (b
l
2, J
′
k))β
k+l
p ← ((bk1, Il), (bl1, Jk)) ;
/* Définition de (βk+l1 )−1. */
Récupérer (ρk ou ρk, ρl ou ρl, 1 ou −, 1 ou −,−1 ou 1,−1 ou 1, I ′l)
dans la table de correspondance TC1inv, en fonction de Il;
Déduire la suite J ′l à partir de I ′l ;
Soit ((bk2, I ′l), (bl2, J ′k)) =
(((bk1(β
k
1 )
−1 ou 1) ou bk
1ρk ou ρk
, I ′l), ((b
l
1(β
l
1)
−1 ou 1) ou bl
1ρl ou ρl
, J ′k)).
Si Mat[bk2][bl2] a déjà été construite Alors
Poser ((bk2, I ′l), (b
l
2, J
′
k))β
k+l
1 ← ((bk1, Il), (bl1, Jk)) ;
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Algorithme 4 : Construction de Ck+l = Ck ⊗ C l.
Créer la matrice de brins Mat ;
Pour tous les couples de brins (bk′1 , bl
′
1 ) de Mat tels que k′+ l′ = m,m ∈ [0; k+ l] Faire
/* bk′1 (resp. bl
′
1 ) est un brin d’une k′-G-carte (resp. l′-G-carte). */
Créer Mat[bk′1 ][bl
′
1 ] = {((bk
′
1 , Il′), (b
l′
1 , Jk′))} ;
Pour chaque suite Il′ de Mat[bk
′
1 ][b
k′
1 ] Faire
Pour p ∈ [0, k′ + l′ − 1] Faire
Récupérer (p′ ou −, p′′ ou −, I ′l′) dans TCk
′
l′ [Il′ ][p] ;
Déduire la suite J ′k′ à partir de I ′l′ ;
Soit ((bk′2 , I ′l′), (bl
′
2 , J
′
k′)) = ((b
k′
1 α
k′
p′ ou b
k′
1 , I
′
l′), (b
l′
1α
l′
p′′ ou b
l′
1 , J
′
k′)) ;
Si Mat[bk′2 ][bl
′
2 ] n’est pas vide Alors
Poser ((bk′1 , Il′), (bl
′
1 , Jk′))α
k′+l′
p ← ((bk
′
2 , I
′
l′), (b
l′
2 , J
′
k′)) et réciproque-
ment ;
Si k′ + l′ > 0 Alors
Récupérer (k′ ou −, l′ ou −, Il′ ou Il′−1) dans TCk′l′ [Il′ ][k′ + l′] ;
Déduire la suite J ′k′ (resp. J ′k′) à partir de I ′l′−1 (resp. I ′l′) ;
Soit ((bk′′ , Il′′), (bl
′′
, Jk′′))← ((bk′1 σk
′
ou bk
′
1 , Il′′), (b
l′
1σ
l′ ou bl
′
1 , Jk′′)) ;
Poser ((bk′1 , Il′), (bl
′
1 , Jk′))σ
k′+l′ ← ((bk′′ , Il′′), (bl′′ , Jk′′)) ;
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Algorithme 5 : Construction de la table de correspondance TCk′l′ .
POS0 ← 1 ; POS1 ← 1 ; /* On commence par le premier brin de Mat[bk′1 ][bl′1 ]. */
Pour POS de 0 à Ck′k′+l′ − 1 Faire
bk
′+l′
1 ←Mat[bk
′
1 ][b
l′
1 ][POS] ; S ← TabSuites[POS] ;
Récupérer la suite Il′ à partir de bk
′+l′
1 ;
/* Calculer TCk′l′ [Il′ ][p] = (p′ ou −, p′′ ou −, Pos(bk
′+l′
2 )), où b
k′+l′
2 = b
k′+l′
1 α
k′+l′
p ,
0 ≤ p < k′ + l′. */
Si S0 = 0 Alors
TCk
′
l′ [Il′ ][p]← (−, 0, POS) ; n1 ← 0 ; n′1 ← k′ ; n′0 ← l′ − 1 ;
/*((bk′1 , Il′), (bl
′
1α
l′
0 , Jk′)). */
Sinon
TCk
′
l′ [Il′ ][p]← (0,−, POS) ; n1 ← 1 ; n′1 ← k′ − 1 ; n′0 ← l′ ;
/*((bk′1 αk
′
0 , Il′), (b
l′
1 , Jk′)). */
Pour p ∈ [1, k′ + l′ − 1] Faire
Si Sp−1 = Sp Alors
/* p− 1 et p appartiennent à la même suite Il′ ou Jk′ : bk
′+l′
2 /∈Mat[bk
′
1 ][b
l′
1 ]. */
Si Sp = 0 Alors
TCk
′
l′ [Il′ ][p]← (−, p− n1, POS) ; n′0 −− ;
/* ((bk′1 , Il′), (bl
′
1α
l′
p−n1 , Jk′)). */
Sinon
TCk
′
l′ [Il′ ][p]← (n1 − 1,−, POS) ;n1 ++ ; n′1 −− ;
/*((bk′1 αk
′
n1−1, Il′), (b
l′
1 , Jk′)).*/
/* n1 − 1 = p− (p− n1 + 1). */
Sinon
/* bk
′+l′
2 ∈Mat[bk
′
1 ][b
l′
1 ] . */
Si Sp−1 = 0 Alors
n1 ++ ; n′1 −− ; TCk
′
l′ [Il′ ][p]← (−,−, POS + C
n′1
n′0+n
′
1
) ;
/* bk
′+l′
2 = ((b
k′
1 , ik′+1...p̂− 1p...ik′+l′), (bl
′
1 , jl′+1...p− 1p̂...jl′+k′)). */ ;
Sinon
n′0 −− ; TCk
′
l′ [Il′ ][p]← (−,−, POS − C
n′1
n′0+n
′
1
) ;
/* ((bk′1 , ik′+1...p− 1p̂...ik′+l′), (bl
′
1 , jl′+1...p̂− 1p...jl′+k′)). */ ;
/* Calculer TCk′l′ [Il′ ][k′ + l′](k′ ou −,l′ ou −,Pos(bk
′+l′−1
2 )), où b
k′+l′−1
2 = b
k′+l′
1 σ
k′+l′
. */
Si Sk′+l′−1 = 0 Alors
TCk
′
l′ [Il′ ][k
′ + l′]← (−, l′, POS0) ; POS0 ++ ;
/* ((bk′ , Il′ − {ik′+l′), (bl′σl′ , Jk′)). */
Sinon
TCk
′
l′ [Il′ ][k
′ + l′]← (k′,−, POS1) ; POS1 ++ ;
/* ((bk′σk′ , Il′), (bl
′
, Jk′ − {jl′+k′)). */
CHAPITRE 6
CONCLUSION ET PERSPECTIVES
Dans ce mémoire, nous avons d’abord présenté une méthode permettant de construire des
objets spatio-temporels de dimension inférieure ou égale à 4, à l’aide de l’opération de produit
cartésien. Le principe consiste à employer des opérandes qui représentent des animations simples
à interpréter en termes de trajectoires ; l’interprétation et le contrôle de l’objet 4D résultant du
produit cartésien dépendent directement de ces opérandes.
Si un seul opérande est spatio-temporel, l’animation décrite par l’objet 4D résultant peut être
interprétée comme une généralisation de l’extrusion ; il est alors tout aussi simple de prédire le ré-
sultat du produit cartésien que de reconnaître ce type d’animation dans une animation donnée. Si
les deux opérandes sont spatio-temporels, l’interprétation du résultat est moins intuitive et néces-
site de raisonner en fonction des trajectoires définies par les opérandes. Cette approche permet de
distinguer dans l’objet animé quelles sont les parties influencées par chaque opérande au cours du
temps. Il reste néanmoins difficile d’affirmer si une animation donnée peut provenir d’un produit
cartésien, et une expérimentation des cas de base du produit cartésien est une étape indispensable
à l’interprétation d’animations plus complexes.
Le modeleur que nous avons conçu était initialement dédié à l’étude et la classification des
cas simples du produit cartésien. Nous avons progressivement rajouté des fonctionnalités qui
enrichissent les possibilités de création, de manipulation et de visualisation des objets spatio-
temporels : ces derniers peuvent décrire des complexes cellulaires quelconques. Le produit cartésien
sur (des parties de) ces complexes cellulaires enrichit grandement la diversité des animations
obtenues. L’implantation du modeleur suit la dichotomie modèle topologique–modèle de plonge-
ment du modèle géométrique utilisé : le noyau du modeleur contient l’ensemble des structures et
des algorithmes portant sur les chaînes de cartes fermées ; la bibliothèque Open Inventor offre les
ressources nécessaires à l’interaction avec l’utilisateur ; une couche logicielle assure l’interface
entre ces deux parties.
Enfin, nous avons étendu la définition du produit cartésien des ensembles simpliciaux à di-
verses structures simpliciales et cellulaires. Cette formalisation a permis de concevoir et d’im-
planter des algorithmes de calcul optimaux en temps.
Nos travaux sont appelés à s’étendre dans plusieurs directions. Ainsi, nous allons implanter des
variantes de l’extrusion et du sweeping au produit cartésien, comme la modification automatique
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de taille et d’orientation des objets construits par cette opération. Cette technique est classique
lorsque les opérandes sont des lignes polygonales, mais il faut la généraliser à des faces ou des
volumes (tout en conservant l’interprétation intuitive des animations), et mener une étude expéri-
mentale sur les résultats obtenus (en ajoutant au besoin une phase de co-raffinement pour simplifier
le contrôles des animations). La visualisation des objets 4D agit directement sur la perception (et
a donc un rôle dans l’interprétation) de ces objets : nous nous intéressons à l’étude de nouvelles
méthodes de visualisation (par exemple, utiliser les attributs photométriques pour distinguer les
étapes de l’animation) et de fonctions de projection différentes des sommes de Minkowski.
Un autre axe de recherche concerne le rendu 4D, et plusieurs travaux exploitent la cohérence
spatio-temporelle induite par la définition des objets 4D (par exemple, [PTB99] et [DHS01], dans
le domaine de la radiosité) : notre idée consiste à recourir à l’opération du produit cartésien pour
optimiser le calcul des algorithmes de rendu (le principe général est d’appliquer une méthode de
rendu sur les opérandes, et de “combiner” les résultats pour obtenir un résultat équivalent à l’objet
résultant du produit cartésien, entraînant ainsi une baisse de la complexité de l’algorithme).
Enfin, nous souhaitons étendre à d’autres opérations (fusion, contraction, chanfreinage, ...)
l’étude systématique de la définition du produit cartésien pour les différents structures simpliciales
et cellulaires.
ANNEXE A
ALGORITHMES SUR LES CHAÎNES DE
CARTES FERMÉES
A.1 Bouchage
Dans le modeleur, la création interactive d’une (n + 1)-cellule cn+1 (n > 0) nécessite la
sélection par l’utilisateur d’un ensemble de n-cellules cn1 , cn2 ,..., cnk , qui formeront les n-cellules
du bord de cn+1 à la fin de l’opération. La création de cn+1 se déroule en deux phases :
1. association de chaque brin bn d’une n-cellule sélectionnée à un brin de cn+1. Nous notons
φn la fonction qui associe un brin de dimension n à un brin de dimension n + 1, telle que
bnφnσn+1 = bn ;
2. définition des involutions αn+1j (0 ≤ j < n+ 1) pour chaque brin bnφn : si j ∈ [0, n− 1],
on pose bnφnαn+1j = bnαnj φn. Si j = n, on suppose que l’utilisateur a sélectionné au plus
deux n-cellules incidentes à une même (n − 1)-cellule (cf. Section 4.4.1) ; soit b′n le brin
unique parmi ces cellules sélectionnées tel que b′n 6= bn et b′nσn = bnσn : on pose alors
bnφnαn+1n = b
′nφn et b′nφnαn+1n = bnφn.
L’algorithme 6 décrit les étapes de la construction de la (n + 1)-cellule, en supposant que les
contraintes de sélection de cellules décrites dans la section 4.4.1 sont vérifiées. Cet algorithme
prend en entrée les n-cellules cn1 ,...,cnk sélectionnées, et construit la (n + 1)-cellule cn+1 dont les
cellules sélectionnées forment le bord.
A.2 Copie
Soit cn une n-cellule de Cp. Nous notons φn l’application qui associe un brin de dimension n
à sa copie. Les involutions et les relations de bord sur bnφn sont définies directement à partir de
bn. L’algorithme 7 (récursif) prend en argument la cellule cn et crée la copie de cette cellule.
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Algorithme 6 : Algorithme de bouchage d’une sélection de n-cellules.
Pour i de 1 à k Faire
Pour chaque brin bn de cni Faire
Créer bnφn, le brin de cn+1 associé à bn, et poser bnφnσn+1 ← bn ;
Si n > 0 Alors
/* Définition de αn+1j , 0 ≤ j ≤ n− 1. */
Pour j de 0 à n− 1 Faire
Si bnαnj φn a été créé Alors
Poser bnφnαn+1j ← bnαnj φn ; Poser bnαnj φnαn+1j ← bnφn ;
/* Définition de αn+1n . */
Rechercher dans l’étoile de bnσn le brin b′n 6= bn tel que b′n appartient à une
cellule sélectionnée ;
/* b′n existe et il est unique parmi les brins des cellules sélectionnées. */
Si b′nφn a été créé Alors
Poser bnφnαn+1n ← b′nφn ; Poser b′nφnαn+1n ← bnφn ;
Si n = 0 Alors
/* Il y a exactement deux 0-cellules (i.e. des sommets) sélectionnées. */
Soient b11 et b12 les brins respectivement associés aux sommets sélectionnés ;
Poser b11α10 ← b12 ; Poser b12α10 ← b11 ;
Algorithme 7 : Algorithme de copie d’une n-cellule.
Pour tous les brins bn de cn Faire
Créer la copie de bnφn de bn ;
/* Les (n− 1)-cellules du bord de cn sont copiées avant cn. */
Si n > 0 et si bnσnφn−1 n’a pas été créée Alors
Soit cn−1 la cellule contenant bnσn ;
Appliquer l’algorithme de copie sur cn−1;
/* Définition de bnφnσn. */
Si n > 0 Alors
Poser bnφnσn ← bnσnφn−1 ;
/* Définition de bnφnαnj , 0 ≤ j ≤ n− 1. */
Pour j de 0 à n− 1 Faire
Si bnαnj φn a été créée Alors
Poser bnφnαnj ← bnαnj φn ; Poser bnαnj φnαnj ← bnφn ;
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A.3 Cône
L’opération de cône appliquée à une n-cellule cn consiste à utiliser un sommet noté S pour
construire récursivement une (n+ 1)-cellule :
– Si n = 0, le cône de c0 est une arête dont les bords sont c0 et S.
– Si n > 0, le cône de cn est une (n+ 1)-cellule ; les n-cellules du bord regroupent cn et les
cellules résultant du cône du bord de cn. L’Algorithme 8 décrit les étapes de construction
du cône de cn. Notons qu’appliquer l’opération de cône sur un sommet revient à appliquer
l’opération de bouchage entre ce sommet et le sommet S ; plus généralement, la (n + 1)-
cellule résultant du cône de cn est obtenue en réalisant le bouchage entre cn et les n-cellules
résultant du cône des (n−1)-cellules du bord de cn. Nous faisons donc appel à l’algorithme
de bouchage défini dans la section A.1.
Algorithme 8 : Algorithme de cône d’une n-cellule.
Entrée : n-cellule cn et un sommet S.
Si n = 0 Alors
Appliquer l’algorithme de bouchage sur (cn, S) ;
Sinon
Pour chaque brin bn de cn Faire
/* Pour s’assurer que la (n − 1)-cellule contenant le brin bnσn a déjà été traitée, nous
vérifions qu’il existe un brin associé à bnσn : la création de ce brin associé a eu lieu lors
du bouchage de la cellule contenant bnσn. */
Si le brin associé à bnσn n’a pas été créé Alors
Soit cn−1 la cellule contenant bnσn ;
Appliquer l’algorithme de cône sur (cn−1, S) ;
/* L’opération de cône a été appliquée sur toutes les cellules du bord de cn. */
Soient cn1 , cn2 , ..., cnk les cellules résultant du cône des (n− 1)-cellules du bord de cn ;
Appliquer l’algorithme de bouchage sur (cn, cn1 , cn2 , ..., cnk) ;
A.4 Coupe temporelle
La visualisation des objets animés nécessite de réaliser la coupe temporelle des objets spatio-
temporels représentant les animations. Nous cherchons à représenter l’objet animé de la façon
la plus complète possible, pour permettre à l’utilisateur de manipuler cet objet comme un objet
spatio-temporel. Dans cette optique, l’idéal est de représenter la coupe d’une chaîne de cartes
fermée par une autre chaîne de cartes fermée. Nous avons élaboré une définition de la coupe
temporelle qui permet de construire une telle représentation. Nous décrivons dans cette section les
étapes de cette construction.
Nous nous sommes inspirés de la définition de la coupe temporelle de n-G-cartes présentée
par [Aub99] ; cette définition décrit les étapes de la construction d’une (n− 1)-G-carte à partir de
la coupe d’une n-G-carte. Les n-G-cartes décrivent la topologie d’objets variétés, mais, en topolo-
gie différentielle sur IRn, la coupe d’une variété n’est pas obligatoirement une variété (Fig. A.1) ;
l’auteur remarque que ce cas ne se produit que lorsque la coupe passe par un sommet. Pour ré-
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soudre le problème, il interdit la coupe sur les sommets des G-cartes, et impose que la coupe passe
“au-dessus” ou “au-dessous” des sommets (Fig. A.2).
P
Plan de coupe
b)a)
P
FIG. A.1 : Coupe d’un objet variété.
a) Le plan de coupe est tangent au point P du tore. b) Le voisinage du point P
n’est pas homéomorphe à un segment : ce n’est pas une variété.
T
S
au-dessous
Coupe
Coupe
au-dessus
FIG. A.2 : Les coupes passant par les sommets sont interdites.
Seules les coupes d’arêtes “au-dessous” ou “au-dessus” du sommet S sont autorisées.
Les chaînes de cartes fermées, qui étendent les n-G-cartes en décrivant la topologie d’objets
non variétés, permettent de s’affranchir de cette limitation. Afin de simplifier les explications,
nous nous contenterons de présenter l’algorithme de coupe d’une cellule cn de dimension n et de
ses bords (cette définition s’étend directement à toutes les cellules des chaînes de cartes fermées).
Nous utilisons le terme cellule de coupe pour désigner une cellule résultant de la coupe d’une autre
cellule. Les termes sommets de coupe, arêtes de coupe, etc., font référence à la dimension de la
cellule de coupe.
L’algorithme repose sur la construction de cellules de coupe en procédant dans le sens des
dimensions croissantes : dans un premier temps, on construit les sommets de coupe, qui résultent
de la coupe totale de sommets spatio-temporel et de la coupe partielle d’arêtes spatio-temporelles.
À partir de ces sommets de coupe, on construit les arêtes de coupe qui ont ces sommets pour bord,
puis on réitère le processus pour les cellules de coupe de dimension supérieure. Cette méthode
constructive impose des conditions sur le plongement des cellules spatio-temporelles : en partic-
ulier, les faces spatio-temporelles doivent être coplanaires : dans le cas contraire, la coupe d’une
face peut ne pas produire le résultat escompté (Fig. A.3a-b). Il faut alors de décomposer les faces
non coplanaires en face coplanaires (Fig. A.3c-d).
A.4.1 Construction des brins de coupe
Soit cn une cellule spatio-temporelle de dimension n. Dans ce paragraphe, nous expliquons
comment créer les brins de coupe des cellules cm du bord de cn (0 ≤ m ≤ n). On associe aux
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Intersection
des faces
Arêtes de coupe
de F
Arête de coupe
b)a)
c) d)
Intersection
Plan de coupe
F
A1 A2
FIG. A.3 : Construction des arêtes de coupe de faces coplanaires et non coplanaires.
a) F n’est pas coplanaire. Son intersection avec le plan de coupe passe seulement par les arêtes A1 et A2,
créant deux sommets de coupe. b) Ces deux sommets forment les bords d’une arête de coupe qui ne
correspond pas au résultat de la coupe prévu. c) La face F est décomposée en faces coplanaires. Le plan
de coupe intersecte les bords de ces faces, créant plusieurs sommets de coupe. d) Les arêtes de coupe
construites à partir de ces sommets donnent un résultat correct.
brins bm des cellules coupées des brins de coupe notés bmφm′ , tels que, m′ = m si la cellule est
totalement coupée, et m′ = m − 1 si elle est partiellement coupée. La définition des involutions
et des relations de bord sur les brins de coupe d’une cellule cm dépend du type de coupe :
1. si cm est totalement coupée, la cellule résultant de la coupe de cm est une copie de cm ;
pour tout brin bm de cm, on pose bmφmαmp = bmαmp φm (0 ≤ p < m) et bmφmσm =
bmσmφm−1 ;
2. si cm est partiellement coupée, on commence par déterminer quelles arêtes du bord de cm
sont partiellement intersectées. Soit tC la coordonnée de l’hyperplan de coupe. Nous consid-
érons qu’une arête spatio-temporelle, dont les brins b1 et b1α10 ont pour plongement temporel
respectif Pt et P ′t (on suppose Pt < P ′t ), est partiellement intersectée si et seulement si Pt ≤
t < P ′t . On associe à b1 et b1α10 un même brin de coupe de dimension 0 : b1φ0c ≡ b1α10φ0c .
Si m > 1, on utilise la relation de bord σm pour “propager” les brins de coupe : s’il existe
un brin bm de cm tel que bmσm est associé au brin de coupe bmσmφm−2c , on crée un brin de
coupe de dimension m− 1 associé à bm et bmαm0 : bmφm−1 ≡ bmαm0 φm−1. La relation de
bord σm−1 sur les brins de coupe s’en déduit directement : bmφm−1σm−1 = bmσmφm−2.
La définition des involutions αm−1p (0 ≤ p < m− 1) fait l’objet d’un traitement particulier
décrit dans le paragraphe suivant.
Le plongement et la photométrie des brins des cellules spatio-temporelles définissent très simple-
ment ceux des brins de coupe associés. Nous décrivons ici uniquement le calcul du plongement
des sommets de coupe, celui des attributs photométriques étant déterminé de façon identique. Le
plongement des brins de coupe de dimension supérieure à 0 est égal au plongement des brins de
leur bord.
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– Si une cellule spatio-temporelle est totalement coupée, le plongement des sommets de coupe
est la copie du plongement des sommets intersectés ;
– Si une cellule est partiellement coupée, soit tC la coordonnée de l’hyperplan de coupe.
Soient
P = (Px, Py, Pz, Pt) et P ′ = (P ′x, P ′y, P ′z, P ′t) les plongements respectivement associés
aux brins b1 et b1α10 d’une arête partiellement intersectée, tels que Pt < P ′t . Le plongement
P ′′ = (P ′′x , P ′′y , P ′′z , P ′′t ) du sommet de coupe b1φ0 associé à b1 et b1α10 est une interpolation
linéaire de P et P ′ calculée en fonction de tC : P ′′ = P + (tC−Pt)(P ′t−Pt)(P
′ − P ).
L’algorithme 9 reprend les étapes de la construction des brins de coupe, sans décrire le calcul
du plongement et de la photométrie des brins de coupe, pour alléger la lecture. Cet algorithme
traite les brins des cellules spatio-temporelles cm dans l’ordre des dimensions croissantes. Si cm
est partiellement intersectée, on parcourt l’orbite 〈αm1 , αm2 , ..., αmm−1〉 d’un brin de cm pour traiter
cm entièrement, car le même brin de coupe est associé à l’orbite 〈αm0 〉 des brins de cm. Si cm est
totalement intersectée, cela signifie que toutes les cellules de son bord sont également totalement
intersectées : il suffit donc de tester les cellules du bord pour déterminer si l’intersection de cm est
totale.. Pour éviter de faire ce test sur chaque brin de cm, toute la cellule est traitée en une seule
passe : on associe une marque à tous les brins de cm, et on écrit l’algorithme pour que celui-ci ne
traite que les brins non marqués.
A.4.2 Définition des involutions αm−1p (0 ≤ p < m − 1) sur les brins de coupe de
cellules partiellement intersectées
La définition des involutions αm−1p reprend celle de [Aub99]. La coupe d’une cellule spatio-
temporelle de dimension m est un ensemble de cellules de dimension m − 1. Cette “réduction
de dimension” se répercute sur les involutions αm−1p , pour p > 0. Soit bm un brin d’une cel-
lule partiellement intersectée : l’involution αm−1p sur le brin de coupe bmφm−1 est définie par
bmφm−1αm−1p = bmαmp+1φm−1.
La définition de αm−10 est moins formelle, car elle ne fait pas exclusivement appel à la topolo-
gie, et tient compte du plongement des brins de coupe. Considérons une face spatio-temporelle
F . Pour définir αm−10 sur les brins de coupe, nous employons un algorithme de type “scan-line”
sur F pour relier par α10 tous les brins de coupe de dimension 1 (Fig. A.4). On sélectionne parmi
ces brins celui pour lequel les coordonnées du plongement spatial associé sont minimales (i.e. on
teste les valeurs de plongement en X , puis en Y et en Z). Soit b1 le brin sélectionné, et soit b2
un brin de F tel que b2φ1 = b1. Pour déterminer b1α10, on parcourt simultanément les brins de F
dans deux directions : le premier parcours commence par b2α20α21, et le second par b2α11. Chaque
parcours se poursuit en appliquant la composition d’involutions α20α21 sur les brins de F . Soient
b′1 et b′′1 les premiers brins de coupe respectifs rencontrés sur chaque parcours respectif :
– dans le cas le plus simple, b′1 = b′′1, et on pose b1α10 = b′1 ;
– dans le cas général, b′1 6= b′′1. On relie b1 par α10 avec le brin b′1 ou b′′1 qui est le plus proche
de b1, en comparant les plongements sur X, Y et Z. Le brin le plus proche détermine le
sens dans lequel F est ensuite parcourue pour relier par α10 les paires successives de brins
de coupe rencontrées lors du parcours.
Cette méthode permet de construire toutes les arêtes de coupes issues des faces partiellement
intersectées, et donne des résultats visuellement satisfaisants dans le modeleur.
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Algorithme 9 : Algorithme de création des brins de coupe.
Entrée : n-cellule cn et coordonnée de l’hyperplan de coupe tC .
/* On traite les m-cellules cm du bord de cn dans l’ordre des dimensions croissantes. */
Pour m de 0 à n Faire
Pour tous les brins bm de l’orbite 〈αm1 , αm2 , ..., αmm−1〉 d’un brin de cm Faire
/* Test d’intersection des sommets. */
Si m = 0 Alors
Soit Pt le plongement temporel associé à bm ;
Si Pt = tC Alors
Créer le brin de coupe bmφ0 ;
Sinon
/* Si cm est totalement intersectée, tous ses brins sont marqués et on leur associe un
brin de coupe de dimension m. */
Si bm n’est pas marqué Alors
Si tous les brins des (m − 1)-cellules du bord de cm sont associés à des
brins de coupe de dimension m− 1 Alors
Pour tous les brins b′m de cm Faire
Créer le brin de coupe b′mφm ;
Poser b′mφmσm ← b′mσmφm−1 ;
Pour p de 0 à m− 1 Faire
Si b′mαmp φm existe Alors
Poser b′mφmαmp ← b′mαmp φm ;
Marquer b′m;
/* Si bm n’est pas marqué à ce stade, on est sûr que cm n’est pas totalement intersec-
tée : on teste l’intersection partielle.*/
Si bm n’est pas marqué Alors
Si m = 1 Alors
Soient Pt et P ′t les plongements temporels associés aux extrémités des
arêtes tels que Pt < P ′t ;
Si Pt ≤ tC < Pt Alors
Créer le brin de coupe bmφ0 tel que bmφ0 ≡ bmα00φ0 ;
Sinon
/* Propagation des brins de coupe aux dimensions supérieures. */
Si bmσmφm−2 existe Alors
Créer le brin de coupe bmφm−1 tel que bmφm−1 ≡ bmαm0 φm−1;
Poser bmφm−1σm−1 ← bmσmφm−2;
/* Démarquage des brins de cn et des cellule de son bord. */
Pour m de 0 à n Faire
Démarquer les brins marqués de cm ;
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T
FIG. A.4 : Définitions des involutions α10 sur les brins de coupe de dimension 1.
Les involutions α10 et α20 (resp. les involutions α21 et les relations de bord σ1 et σ2) sont représentées par
des pointillés (resp. des traits pleins et des flèches). Les brins spatio-temporels sont représentés par des
cercles, et les brins de coupe par des carrés. a) Coupe d’une 2-cellule et des cellules de son bord. b1 est le
brin de coupe (associé à b2 et b2α20) dont le plongement est minimal en X . b) Les brins de la 2-cellule sont
parcourus dans deux directions : un parcours commence par b2α21, et l’autre par b2α20α21. Chaque parcours
cesse lorsqu’un brin de coupe est rencontré : ici, b′1 et b′′1. b′1 est plus proche de b1 que b′′1 : on relie b1 et
b′1 par α10, et on construit les autres arêtes de coupe.
Pour définir l’involution αm0 sur les brins de coupe de dimension m supérieure à 2, nous procédons
de la manière suivante : soit bm un brin d’une m-cellule partiellement intersectée cm (m > 2) et
soit bmφm−1 le brin de coupe correspondant. On suppose que bmσmφm−2αm−20 est bien défini
et on veut définir bmφm−1αm−10 . Le principe consiste à rechercher le brin b′m de cm pour relier
b′mφm−1 à bmφm−1 par αm−10 . À partir de bmσm, on parcourt l’orbite 〈αm−10 , αm−11 〉(bmσm) et
on teste les brins de coupe associés aux brins de cette orbite ; le parcours est arrêté lorsque le brin
de coupe testé est bmσmφm−2αm−20 . Dans le même temps, on parcourt l’orbite 〈αm0 , αm1 〉(bm)
à partir de bm exactement de la même manière que le premier parcours, et on s’arrête au même
moment : le brin b′msur lequel le parcours s’est arrêté est le brin recherché : on définit αm−10 par
bmφm−1αm−10 = b
′mφm−1 et b′mφm−1αm−10 = b
mφm−1.
L’algorithme 10 résume les étapes de la définition des involutions sur les brins de coupe.
Comme dans l’algorithme précédent, chaque cellule cm est traitée en parcourant l’orbite 〈αm1 , αm2 , ..., αmm−1〉
d’un brin de cm. De plus, la définition de l’involution α10 pour les brins de coupe de dimension 1
nécessite d’effectuer un traitement global aux cellules intersectées de dimension 2 : les brins de
ces cellules sont marqués pour ne les traiter qu’une fois.
A.5 Identification
L’identification de deux n-cellules cn1 et cn2 consiste à transférer le contenu de l’étoile des brins
de cn1 vers les brins de cn2 . Ce transfert implique la mise en correspondance récursive des brins des
deux cellules et de leurs bords (cette mise en correspondance est décrite dans l’algorithme 11). On
utilise une bijection notée φn qui associe un brin de cn1 à un brin de cn2 .
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Algorithme 10 : Algorithme de définition des involutions sur les brins de coupes de cellules
partiellement intersectées.
Entrée : n-cellule cn.
/* On traite les m-cellules cm du bord de cn dans l’ordre des dimensions croissantes. */
Pour m de 2 à n Faire
Pour tous les brins bm de l’orbite 〈αm1 , αm2 , ..., αmm−1〉 d’un brin de cm Faire
/* Définition de αm−1p (1 ≤ p < m− 1) sur les brins de coupe. */
Pour p de 1 à m− 2 Faire
Si bmφm−1 existe Alors
Poser bmφm−1αm−1p ← bmαmp+1φm−1 ;
/* Définition de αm−10 . */
Si m = 2 et si bm n’est pas marqué Alors
Rechercher les brins de coupe associés aux brins de cm ;
Déterminer le brin de coupe b′mφm−1 dont le plongement a les coordonnées
minimales ;
Parcourir cm pour définir b′mφm−1αm−10 ;
Parcourir cm dans la direction déterminée par b′mφm−1 et b′mφm−1αm−10 et
définir αm−10 entre les paires de brins de coupes successives ;
Marquer les brins de cm ;
Sinon
Si bmφm−1αm−10 n’est pas défini Alors
Parcourir en parallèle les orbites 〈αm−10 , αm−11 〉(bmσm) à partir de bmσm
et 〈αm0 , αm1 〉(bm) à partir de bm ;
Arrêter les deux parcours quand le brin de coupe associé à un brin de
〈αm−10 , αm−11 〉(bmσm) est égal à bmσmφm−2αm−20 ;
Soit b′m le brin sur lequel le parcours de 〈αm0 , αm1 〉(bm) s’est arrêté ;
Poser bmφm−1αm−10 ← b′mφm−1 ; Poser b′mφm−1αm−10 ← bmφm−1;
Démarquer les brins marqués des cellules de dimension 2 ;
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Algorithme 11 : Algorithme de mise en correspondance des cellules à identifier.
Entrée : n-cellules cn1 et cn2 .
/* Les brins de cn1 et cn2 sont parcourus en parallèle. */
Pour tous les brins bn1 de cn1 et tous les brins bn2 de cn2 Faire
Si n > 0 et si bn1σnφn−1 n’a pas été défini Alors
Soit cn−11 la cellule contenant bn1σn et soit c
n−1
2 la cellule contenant bn2σn ;
Appliquer l’algorithme de mise en correspondance sur cn−11 et c
n−1
2 ;
Poser bn1φn ← bn2 ;
Si la bijection est correctement définie, le transfert des brins des étoiles (décrit par l’algo-
rithme 12) est réalisé.
Algorithme 12 : Algorithme de transfert de l’étoile.
Entrée : n-cellule cn1 .
Pour tous les brins bn1 de cn1 Faire
Si n > 0 et si bn1σn n’a pas été traité Alors
Soit cn−11 la cellule contenant bn1σn ;
Appliquer l’algorithme de transfert sur cn−11 ;
/* Transfert des brins de l’étoile. */
Pour tous les brins bn+11 de l’étoile de bn1 Faire
bn+1σn+1 ← bn1φn ;
ANNEXE B
IMPLANTATION DU PRODUIT
CARTÉSIEN DANS LE MODELEUR
Le modeleur 4D à base topologique que nous avons développé permet de manipuler des objets
spatio-temporels de dimension topologique 0 à 4 pour définir et contrôler des animations. Ces
objets sont principalement construits par produits cartésiens d’objets de dimension topologique
inférieure à 4.
Dans ce cadre, les produits cartésiens que nous réalisons concernent exclusivement les couples de
dimensions (k′, l′) avec 0 ≤ k′ ≤ 3, 0 ≤ l′ ≤ 3, et 0 ≤ k′ + l′ ≤ 4. Nous décrivons explicitement
ci-dessous les suites de bits utilisées, puis les correspondances entre les brins représentés par ces
suites et les brins associés par les opérateurs αk′+l′p (0 ≤ p ≤ k′ + l′) et σk
′+l′
. Le tableau B.1
décrit les suites de bits représentant les brins résultants des produits cartésiens Gk′ ⊗ Gl′ , pour
0 ≤ k′ ≤ 3, 0 ≤ l′ ≤ 3, et 0 ≤ k′ + l′ ≤ 4. Remarquons que pour k′ = l′ = 0, une suite de bits
“vide” est associée au brin résultant ; cette suite est symbolisée par (−).
(k′, l′) Suites de bits
(0, 0) [(−)]
(1, 0) ou (0, 1) [(1)] ou [(0)]
(2, 0) ou (0, 2) [(11)] ou [(00)]
(0, 3) ou (3, 0) [(111)] ou [(000)]
(1, 1) [(01), (10)]
(2, 1) ou (1, 2) [(011), (101), (110)] ou [(001), (010), (100)]
(3, 1) ou (1, 3) [(0111), (1011), (1101), (1110)] ou [(0001), (0010), (0100), (1000)]
(2, 2) [(0011), (0101), (0110), (1001), (1010), (1100)]
TAB. B.1 : Suites de bits représentant les brins résultants des produits cartésiens Gk′ ⊗ Gl′ , pour 0 ≤
k′ ≤ 3, 0 ≤ l′ ≤ 3 et 0 ≤ k′ + l′ ≤ 4.
Pour des dimensions k′ et l′ et un ensemble de brins Mat[bk′ ][b′l′ ] donnés, les tableaux B.2-
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B.8 décrivent l’ensemble des brins images par αk′+l′p (0 ≤ p ≤ k′ + l′ − 1) et σk
′+l′ : les brins
images sont obtenus en utilisant les tables de correspondance TCk′l′ , pour 0 ≤ k′ ≤ 3, 0 ≤ l′ ≤ 3,
et 0 ≤ k′+ l′ ≤ 4. Par exemple, pour k′ = 1, l′ = 0 et un couple de brins (b1, b′0), Mat[b11][b′01 ] =
{((b1,−), (b′0, 0))} (tableau B.2). La table de correspondance TC10 détermine les images des brins
de Mat[b1][b′0] par α10 et leur position. Les tableaux B.2-B.8 décrivent respectivement les brins
images pour les couples de dimensions (1, 0), (2, 0), (3, 0), (1, 1), (2, 1), (3, 1) et (2, 2) (les autres
cas se déduisent par symétrie).
Mat[b1][b′0] Opérateur Brin image ((bk′′ , I ′l′′), (bl
′′
, J ′k′′)) Position dans Mat[bk
′′
][bl
′′
]
((b1,−), (b′0, 0)) α10 ((b1α10,−), (b′0, 0)) 0
σ1 ((b1σ1,−), (b′0,−)) 0
TAB. B.2 : k′ = 1 et l′ = 0 : images des brins de Mat[b1][b′0] par α10 et σ1.
Mat[b2][b′0] Opérateur Brin image ((bk′′ , I ′l′′), (bl
′′
, J ′k′′)) Position dans Mat[bk
′′
][bl
′′
]
((b2,−), (b′0, 01)) α20 ((b2α20,−), (b′0, 01)) 0
α21 ((b
2α21,−), (b′0, 01)) 0
σ2 ((b2σ2,−), (b′0, 0)) 0
TAB. B.3 : k′ = 2 et l′ = 0 : images des brins de Mat[b2][b′0] par α2p (0 ≤ p ≤ 1) et σ2.
Mat[b3][b′0] Opérateur Brin image ((bk′′ , I ′l′′), (bl
′′
, J ′k′′)) Position dans Mat[bk
′′
][bl
′′
]
((b3,−), (b′0, 012)) α30 ((b3α30,−), (b′0, 012)) 0
α31 ((b
3α31,−), (b′0, 012)) 0
α32 ((b
3α32,−), (b′0, 012)) 0
σ ((b3σ3,−), (b′0, 01)) 0
TAB. B.4 : k′ = 3 et l′ = 0 : images des brins de Mat[b3][b′0] par α3p (0 ≤ p ≤ 2) et σ3.
Mat[b1][b′1] Opérateur Brin image ((bk′′ , I ′l′′), (bl
′′
, J ′k′′)) Position dans Mat[bk
′′
][bl
′′
]
((b1, 0), (b′1, 1)) α20 ((b1, 0), (b′1α10, 1)) 0
((b1, 0), (b′1, 1)) α21 ((b1, 1), (b′1, 0)) 1
((b1, 0), (b′1, 1)) σ2 ((b1σ1, 0), (b′1,−)) 0
((b1, 1), (b′1, 0)) α20 ((b1α10, 1), (b′1, 0)) 1
((b1, 1), (b′1, 0)) α21 ((b1, 0), (b′1, 1)) 0
((b1, 1), (b′1, 0)) σ2 ((b1,−), (b′1σ1, 0)) 0
TAB. B.5 : k′ = 1 et l′ = 1 : images des brins de Mat[b1][b′1] par α2p (0 ≤ p ≤ 1) et σ2.
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Mat[b2][b′1] Opérateur Brin image ((bk′′ , I ′l′′), (bl
′′
, J ′k′′)) Position dans Mat[bk
′′
][bl
′′
]
((b2, 0), (b′1, 12)) α30 ((b2, 0), (b′1α10, 12)) 0
((b2, 0), (b′1, 12)) α31 ((b2, 1), (b′1, 02)) 1
((b2, 0), (b′1, 12)) α32 ((b2α21, 0), (b′1, 12)) 0
((b2, 0), (b′1, 12)) σ3 ((b2σ2, 0), (b′1, 1)) 0
((b2, 1), (b′1, 02)) α30 ((b2α20, 1), (b′1, 02)) 1
((b2, 1), (b′1, 02)) α31 ((b2, 0), (b′1, 12)) 0
((b2, 1), (b′1, 02)) α32 ((b2, 2), (b′1, 01)) 2
((b2, 1), (b′1, 02)) σ3 ((b2σ2, 1), (b′1, 0)) 1
((b2, 2), (b′1, 01)) α30 ((b2α20, 2), (b′1, 01)) 2
((b2, 2), (b′1, 01)) α31 ((b2α21, 2), (b′1, 01)) 2
((b2, 2), (b′1, 01)) α32 ((b2, 1), (b′1, 02)) 1
((b2, 2), (b′1, 01)) σ3 ((b2,−), (b′1σ1, 01)) 0
TAB. B.6 : k′ = 2 et l′ = 1 : images des brins de Mat[b2][b′1] par α3p (0 ≤ p ≤ 2) et σ3.
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Mat[b3][b′1] Opérateur Brin image ((bk′′ , I ′l′′), (bl
′′
, J ′k′′)) Position dans Mat[bk
′′
][bl
′′
]
((b3, 0), (b′1, 123)) α40 ((b3, 0), (b′1α10, 123)) 0
((b3, 0), (b′1, 123)) α41 ((b3, 1), (b′1, 023)) 1
((b3, 0), (b′1, 123)) α42 ((b3α31, 0), (b′1, 123)) 0
((b3, 0), (b′1, 123)) α43 ((b3α32, 0), (b′1, 123)) 0
((b3, 0), (b′1, 123)) σ4 ((b3σ3, 0), (b′1, 12)) 0
((b3, 1), (b′1, 023)) α40 ((b3α30, 1), (b′1, 023)) 1
((b3, 1), (b′1, 023)) α41 ((b3, 0), (b′1, 123)) 0
((b3, 1), (b′1, 023)) α42 ((b3, 2), (b′1, 013)) 2
((b3, 1), (b′1, 023)) α43 ((b3α32, 1), (b′1, 023)) 1
((b3, 1), (b′1, 023)) σ4 ((b3σ3, 1), (b′1, 02)) 1
((b3, 2), (b′1, 013)) α40 ((b3α30, 2), (b′1, 013)) 2
((b3, 2), (b′1, 013)) α41 ((b1α31, 2), (b′1, 013)) 2
((b3, 2), (b′1, 013)) α42 ((b3, 1), (b′1, 023)) 1
((b3, 2), (b′1, 013)) α43 ((b3, 3), (b′1, 012)) 3
((b3, 2), (b′1, 013)) σ4 ((b3σ3, 2), (b′1, 01)) 2
((b3, 3), (b′1, 012)) α40 ((b3α30, 3), (b′1, 012)) 3
((b3, 3), (b′1, 012)) α41 ((b3α31, 3), (b′1, 012)) 3
((b3, 3), (b′1, 012)) α42 ((b3α32, 3), (b′1, 012)) 3
((b3, 3), (b′1, 012)) α43 ((b3, 2), (b′1, 013)) 2
((b3, 3), (b′1, 012)) σ4 ((b3,−), (b′σ1, 012)) 0
TAB. B.7 : k′ = 3 et l′ = 1 : images des brins de Mat[b3][b′1] par α4p (0 ≤ p ≤ 3) et σ4.
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Mat[b2][b′2] Opérateur Brin image ((bk′′ , I ′l′′), (bl
′′
, J ′k′′)) Position dans Mat[bk
′′
][bl
′′
]
((b2, 01), (b′2, 23)) α40 ((b2, 01), (b′2α20, 23)) 0
((b2, 01), (b′2, 23)) α41 ((b2, 01), (b′2α21, 23)) 0
((b2, 01), (b′2, 23)) α42 ((b2, 02), (b′2, 13)) 1
((b2, 01), (b′2, 23)) α43 ((b2α21, 01), (b′2, 23)) 0
((b2, 01), (b′2, 23)) σ4 ((b2σ2, 01), (b′2, 2)) 0
((b2, 02), (b′2, 13)) α40 ((b2, 02), (b′2α20, 13)) 1
((b2, 02), (b′2, 13)) α41 ((b2, 12), (b′2, 03)) 3
((b2, 02), (b′2, 13)) α42 ((b2, 01), (b′2, 23)) 0
((b2, 02), (b′2, 13)) α43 ((b2, 03), (b′2, 12)) 2
((b2, 02), (b′2, 13)) σ4 ((b2σ2, 02), (b′2, 1)) 1
((b2, 03), (b′2, 12)) α40 ((b2, 03), (b′2α20, 12)) 2
((b2, 03), (b′2, 12)) α41 ((b2, 13), (b′2, 02)) 4
((b2, 03), (b′2, 12)) α42 ((b2α21, 03), (b′2, 12)) 2
((b2, 03), (b′2, 12)) α43 ((b2, 02), (b′2, 13)) 1
((b2, 03), (b′2, 12)) σ4 ((b2, 0), (b′2σ2, 12)) 0
((b2, 12), (b′2, 03)) α40 ((b2α20, 12), (b′2, 03)) 3
((b2, 12), (b′2, 03)) α41 ((b2, 02), (b′2, 13)) 1
((b2, 12), (b′2, 03)) α42 ((b2, 12), (b′2α21, 03)) 3
((b2, 12), (b′2, 03)) α43 ((b2, 13), (b′2, 02)) 4
((b2, 12), (b′2, 03)) σ4 ((b2σ2, 12), (b′2, 0)) 2
((b2, 13), (b′2, 02)) α40 ((b2α20, 13), (b′2, 02)) 4
((b2, 13), (b′2, 02)) α41 ((b2, 03), (b′2, 12)) 2
((b2, 13), (b′2, 02)) α42 ((b2, 23), (b′2, 01)) 5
((b2, 13), (b′2, 02)) α43 ((b2, 12), (b′2, 03)) 3
((b2, 13), (b′2, 02)) σ4 ((b2, 1), (b′2σ2, 02)) 1
((b2, 23), (b′2, 01)) α40 ((b2α20, 23), (b′2, 01)) 5
((b2, 23), (b′2, 01)) α41 ((b2α21, 23), (b′2, 01)) 5
((b2, 23), (b′2, 01)) α42 ((b2, 13), (b′2, 02)) 4
((b2, 23), (b′2, 01)) α43 ((b2, 23), (b′2α21, 01)) 5
((b2, 23), (b′2, 01)) σ4 ((b2, 2), (b′2σ2, 01)) 2
TAB. B.8 : k′ = 2 et l′ = 2 : images des brins de Mat[b2][b′2] par α4p (0 ≤ p ≤ 3) et σ4.
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Résumé : Notre travail porte sur la modélisation géométrique 4D pour l'animation. Un objet 4D
dérit l'évolution temporelle d'un objet 3D. La modélisation 4D a pour prinipal intérêt l'homo-
généité de l'extension des méthodes de modélisation 3D à la dimension 4, mais omme prinipales
diultés l'interprétation d'un objet 4D en termes d'animation et le ontrle de sa onstrution.
Nous proposons une solution où l'on onsidère d'abord des objets spatio-temporels de dimension
inférieure à 4, simples à interpréter et ontrler ; puis on réalise le produit artésien de es objets
pour réer des objets de dimension supérieure dont l'interprétation se déduit de elle des opé-
randes. Dans le hapitre 2, nous dénissons les objets 4D avant de dérire les travaux relatifs aux
déformations 4D et de présenter notre approhe. Le hapitre 3 dérit une étude de as de produit
artésien sur des opérandes de base, des simplexes, interprétés omme des trajetoires de points.
Cei nous a permis de proposer une méthode d'interprétation et de ontrle des objets 4D réés
par produit artésien. Pour réaliser l'étude et expérimenter notre méthode, nous avons onçu un
modeleur géométrique à base topologique 4D inluant des opérations de réation et de manipula-
tion d'objets 4D (l'annexe A dérit les prinipaux algorithmes utilisés). Le hapitre 4 présente le
modeleur et deux animations omplexes réées ave e dernier. L'opération de produit artésien
a été initialement dénie pour les ensembles simpliiaux. Dans le hapitre 5, nous adaptons ette
dénition à une autre struture simpliiale, les ensembles semi-simpliiaux, et à des strutures
ellulaires : les artes généralisées, les artes orientées et les haînes de artes fermées implantées
dans le modeleur. À haque dénition du produit artésien orrespond un algorithme optimal en
temps de alul. L'annexe B dérit l'implantation onrète de ette opération. Nous onluons et
présentons les perspetives de nos travaux dans le hapitre 6.
Mots lés : Modélisation géométrique 4D pour l'animation, produit artésien, strutures simpli-
iales, strutures ellulaires.
Using Cartesian Produt for 4D Geometrial Modelling for Animation
Abstrat: We work in the sope of 4D modelling for animation. A 4D objet desribes the
evolution of a 3D objet during time. Extending 3D modelling methods to dimension 4 is the
main advantage of 4D modelling; but interpreting a 4D objet as an animation and ontrolling
the onstrution of this objet are the main drawbaks of 4D modelling. We propose a two-step
method to solve this problem: rstly, we onsider spae-time objets of dimension lesser than 4,
whih are easy to interpret and to ontrol. Next, we apply the artesian produt operation on these
objets to reate an objet of greater dimension, whose interpretation is dedued from operands'. In
hapter 2, we explain what is a 4D objet, and we review previous works about 4D deformations
before introduing our method. Chapter 3 introdues a ase study about artesian produt of
basi operands, simplies, dened as point trajetories. This study let us design a method for
interpreting and ontrolling 4D objets resulting from artesian produt. To make our study and
experiment our method, we have reated a topologially-based 4D geometrial modeler, oering 4D
objet reation and manipulation operations (the main algorithms are given in annex A). Chapter 4
desribes the modeler and the design of two elaborate animations. Cartesian produt operation was
originally dened for simpliial sets. In hapter 5, we adapt this denition for another simpliial
struture, the semi-simpliial sets, and for ellular strutures: generalized maps, n-maps and losed
hains of maps (annex B desribes the implementation of losed hains of maps in our modeler).
We oneived an algorithm with an optimal omplexity in time for eah of these denitions.We
onlude and we present our future works in hapter 6.
Keywords: Geometrial 4D modelling for animation, artesian produt, simpliial strutures,
ellular strutures.
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